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Resum

El calcul deductiu IMTL introduit per Esteva i Godo a [14] és
la logica de les t-normes continues per l’esquerra amb negacié as-
sociada involutiva i llurs residus, per tant, pot ser considerada la
logica borrosa involutiva basica. Com que la logica infinitovalorada
de Lukasiewicz és una extensié axiomatica d’IMTL, I'estudi de les ex-
tensions finitaries d’IMTL és una generalitzacié de la recerca feta sobre
la logica de Lukasiewicz. Si la contrapartida algebraica de la logica de
Lukasiewicz és la varietat de les MV-algebres introduides per Chang
a [6, 7], la contrapartida d’IMTL és la varietat de les IMTL-algebres,
que conté l'anterior. Per tal de coneixer la familia de les logiques
borroses involutives, és a dir les extensions finitaries d’IMTL, es pot
estudiar equivalentment ’estructura de les subquasivarietats d’TIMTL.
En aquest treball recollim els primers resultats que han aparegut a
la literatura sobre aquest problema (construccions d’IMTL-algebres
[27, 29, 30], logiques borroses involutives n-contractives [8] i extensions
de la logica del Nilpotent Minim [20]) i hi afegim algunes contribu-
cions originals referents a IMTL-algebres perfectes, rotacions connexes
i inconnexes de semihoops basics, IMTL-algebres bipartides, IMTL-
algebres n-contractives i les varietats que generen. A més, considerem
la logica associada a cadascuna d’aquestes varietats i decidim si tenen
o no completesa estandard.

Paraules clau: Algebres bipartides, algebres perfectes, IMTL-
algebres, logica algebraica, logica borrosa, logica infinito-valorada de
Lukasiewicz, logica multi-valorada, logica subestructural, MTL-algebres,
MV-algebres, reticles residuats, rotacions connexes i inconnexes, semi-
hoops basics, t-normes continues per ’esquerra, varietats.



1 Introduccio

Jan Lukasiewicz (1878-1956) introdueix el 1918 el que es pot considerar el
primer exemple de logica multivalorada. Es tracta d’una logica on, a més
dels valors de veritat tradicionals de la Logica Classica, vertader i fals, hi
afegeix un valor intermedi: possible. Aixi, proposa un model per tractar
el raonament amb proposicions que involucrin futurs contingents, és a dir,
enunciats sobre fets del futur que encara no se sap si seran vertaders o falsos.
Posteriorment, ho generalitza a logiques n-valorades per cada n finit i adhuc
a una logica infinitovalorada (veure [36]).

Concretament, per cada n > 3 la logica de Lukasiewicz n-valorada es
defineix sobre el conjunt de n valors veritat {0, ﬁ, ce Z—j, 1} 1, al seu torn,
la 1ogica infinitovalorada es defineix sobre I'interval unitat real [0, 1]. En totes,
Lukasiewicz defineix les segiients funcions per interpretar les connectives de
negacié i d’implicacié: -z := 1 —x i 2 — y := min{l,1 — x + y}. Les
altres connectives usuals son definibles a partir d’aquestes dues. Aleshores,
les logiques queden determinades per una semantica de matrius en que les
algebres son els conjunts de valors de veritat amb les operacions de negacio i
d’implicacio, i el valor distingit és 1. Es a dir, si I' és un conjunt de férmules
i ¢ és una formula, es defineix:

e I' =, ¢ si, 1 només si, per tota valoracié v de les férmules a
({0, ﬁ, co, =201 -, =) tal que o[ € {1}, tenim v(p) = 1.

) m—17

o ' = ¢si, inoméssi, per tota valoracié v de les férmules a ([0, 1], =, —)
tal que v[['] C {1}, tenim v(p) = 1.

Lukasiewicz mateix conjectura que les tautologies de la seva logica infini-
tovalorada son els teoremes del sistema de Hilbert amb els axiomes

L1) ¢ = (¥ — ¢)
L2) (¢ =) = (¥ = x) = (¢ — X))
((p=v) =)= (v —9) = ¢)
(- = =) = (¢ = V)
(

(=)= (W —¢) = (¥—p)

(E1)
(£2)
(£3)
(L4)
(£5)

i amb la regla de Modus Ponens. Denotarem la relacié de deductibilitat
d’aquest sistema amb el simbol .



No és fins als anys 1958 i 1959 que, independentment, Rose i Rosser
([44]) i Chang ([6, 7]) demostren la conjectura.! La prova de Chang, a més,
introdueix les MV-algebres per tal de dotar la logica d’una semantica alge-
braica. Cal remarcar també que Meredith mostra a [38] la redundancia de
l'axioma (L5) i que 'any 1963 Hay millora a [24] el resultat de completesa
demostrant que en realitat el calcul proposat per Lukasiewicz correspon al
fragment finitari de la seva logica infinitovalorada. Aixo és: per tot conjunt
finit de férmules T' U {p}, tenim: T' = ¢ sii ' Fp ¢. De fet, Wojcicki
demostra a [45] que la logica =, no és finitaria; per tant, que no correspon
a cap sistema deductiu d’estil Hilbert.

Amb Peclosi6 de la teoria de conjunts borrosos de Zadeh el 1965 (vegeu
[46]), s'inaugura una nova etapa per a la logica multivalorada. En efecte, es
proposa interpretar les operacions conjuntistes (interseccid, reunié, comple-
ment) entre conjunts borrosos amb les funcions reals definides en [0, 1] que
s’utilitzen per interpretar les connectives logiques (conjuncié, disjuncié, ne-
gacio) en certes logiques multivalorades. D’aquesta manera aquestes logiques
s'usen per modelitzar el raonament amb predicats vagues, anomenant-les ara
logiques borroses. En particular, la logica infinitovalorada de Lukasiewicz
esdevé I'exemple paradigmatic de logica borrosa i es revitalitza la recerca en
temes relacionats amb ella i les seves extensions. En particular, I’'any 1981
Komori arriba a caracteritzar i classificar totes les extensions axiomatiques
de 1 a [34].

El 1989, la noci6 de contrapartida algebraica d’una logica, que fins al mo-
ment s’havia utilitzat de manera intuitiva, rep una formulacié matematica
precisa de la ma de Blok i Pigozzi a [4]. Defineixen la noci6 de logica algebritz-
able com aquella logica L per a la qual existeix una quasivarietat d’algebres
K tal que la relacié de deductibilitat de L i la conseqiiencia equacional as-
sociada a K son intertraduibles. En particular, s’obté que aleshores hi ha
un isomorfisme dual d’ordre entre les extensions finitaries de L i les subqua-
sivarietats de K. Aquesta teoria permet a més mostrar ’equivaléncia entre
propietats logiques de L i certes propietats algebraiques de K, donant lloc al
que s’ha anomenat teoremes pont (vegeu, per exemple, [16]).

Segons demostren Rodriguez, Torrens i Verdu a [43] 'any segiient, la
logica F; és una d’aquestes logiques algebritzables en el sentit de Blok i
Pigozzi i la seva semantica algebraica equivalent és la varietat de les MV-

'L’any 1935 Mordchaj Wajsberg va anunciar que havia comprovat la conjectura, perd
mai no en va donar una prova.



algebres, que denotarem amb MV?2. Aixi, gracies al treball de Komori per
a trobar les extensions axiomatiques de F, s’obté una classificacio les sub-
varietats de MV. D’altra banda, per trobar aquelles extensions finitaries de
. en que a més d’axiomes s’hi afegeixin regles d’inferencia, cal classificar
les subquasivarietats de MV; part d’aquesta feina es troba feta a [21], [18] i
[19].

Durant la darrera decada la recerca en logiques multivalorades, i especial-
ment en logiques borroses, ha pres una considerable embranzida en definir-se
certes debilitacions de la logica infinitovalorada de Lukasiewicz. Hajek ha
introduit a [23] la logica BL que és un sistema que té com a extensions F,
i altres logiques borroses importants (la logica de Godel i la del Producte).
S’ha vist que és algebritzable amb una semantica equivalent, la de les BL-
algebres, que inclou MV com a subvarietat. De fet, s’ha demostrat a [9] que
també es pot aconseguir una semantica per a la logica BL prenent només
aquelles BL-algebres definides sobre l'interval real [0,1], és a dir, aquelles
donades per t-normes continues i llur residu. Posteriorment, Esteva i Go-
do han introduit a [14] una logica encara més debil, la logica MTL, que és
algebritzable mitjancant una varietat més gran, la de les MTL-algebres; a
més s’ha vist a [31] que MTL és la logica de les t-normes que continues per
lesquerra i llurs residus.?

Tant BL com MTL sén logiques borroses no involutives, és a dir, que no
demostren la llei d’involucié de la negacié =—¢ — ¢, ni tampoc 'axioma 1.4
de Lukasiewicz. De fet, en el mateix article [14] Esteva i Godo proposen la
logica IMTL com a aquella extensio finitaria de MTL que s’obté en afegir
com a axioma la llei d’involuci6. Concretament és la logica donada en el
llenguatge £ = {x, —, A, 0} de tipus (2,2,2,0) pel calcul d’estil Hilbert que
té Modus Ponens com a regla d’inferencia i els segiients axiomes:

2En realitat, utilitzen unes algebres definicionalment equivalents a les MV-algebres que
anomenen algebres de Wajsberyg.

3Per una introduccié més detallada a les logiques borroses i llur algebritzacié remetem
al treball [41].
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Aquesta logica resulta ser algebritzable mitjangant la varietat de les IMTL-
algebres, IMTL. A més, a [13] es demostra que és la logica de les t-normes
continues per l’esquerra amb negacié involutiva i llurs residus; per tant,
es pot considerar la logica borrosa amb involucié més debil. Obviament,
MV C IMTL; pero la inclusié és estricta, car IMTL és una logica estric-
tament més debil que la de Lukasiewicz (per exemple no demostra (L3)).
Precisament, la logica de Lukasiewicz és I'extensio d’IMTL obtinguda afegint
(L3).

Per tant, ’estudi de les extensions finitaries d’IMTL o, equivalentment, de
Iestructura de subquasivarietats d’IMTIL, sera una generalitzaci6 del treball
fet per a MV. En aquest treball ens proposem recollir els primers resul-
tats que s’han obtingut en aquesta direcci6é. A la segona seccié introduirem
amb precisio els conceptes algebraics que necessitarem al llarg de tota la dis-
sertacio. A la tercera seccié prendrem la varietat de les MV-algebres com a
primer exemple interessant (i el més estudiat) d’IMTL-algebres; resumirem
les seves propietats basiques i la classificacié de les seves subvarietats. A la
quarta secci6 recollirem els metodes de Jenei per a la construccié d’algunes
IMTL-algebres (27, 29, 30]) anomenats rotacid inconnezxa, rotacié connezxa,
rotacio-aniquilacio inconnexa i rotacio-aniquilacio connexa. A la cinquena
seccié presentarem un treball original que generalitza i estudia a IMTL les
nocions d’algebra perfecta i bipartida i les posem en relacié amb les rotacions
presentades a la seccié anterior. La secci6 sisena és dedicada a una regio del
reticle de subvarietats de IMTL totalment descrita per Gispert a [20]: la va-
rietat de les NM-algebres. Dedicarem la darrera seccio a les IMTL-algebres
n-contractives, presentant-hi també alguns resultats originals.

4Se segueix per exemple del fet que, tal com demostren Adillon i Verdi a [1], Hgcx
és una logica algebritzable i IMTL és una extensié axiomatica de Hpoxk .



2 Conceptes algebraics basics

En aquesta seccio introduirem les definicions fonamentals que necessitarem
per tractar la logica IMTL i les seves extensions i llurs contrapartides alge-
braiques. Assumirem en tot moment un coneixement elemental de 1’Algebra
Universal.’

Definicié 1. [14] Sigui A = (A, *, —, A\, V,0, 1) una algebra de tipus (2,2,2,2,0,0).
A és una MTL-algebra si, i només si, és un reticle residuat fitat, commutatiu
i integral (vegeu [11]) tal que satisfa l'equacid de la prelinealitat:

(z—=y)Vy—r)=~1

A és una IMTL-algebra si, a més, satisfa l’equacio de la involucio:

TR,

on la negacio = €s una operacio unaria definida per: —a == a — 0.

Es diu que a € A és punt fix si, i només si, ma = a. A [25] es demostra
que el punt fix, si existeix, és unic.

Quan 'ordre reticular és total diem que A és una IMTL-cadena. Direm,
a més, que és una IMTL-cadena estandard si, 1 només si, el seu univers és
Uinterval unitat real [0,1]. En aquest cas, tal com hem explicat al treball [41],
el funcional x s’ha d’interpretar amb una t-norma continua per l’esquerra que

indueixri una negacio imvolutiva.
Denotarem la classe de totes les IMTL-algebres amb IMTL.

Per tant, IMTL és una varietat i se’'n pot aconseguir una base equacional
partint d’una presentacié equacional de la varietat dels reticles residuats
i afegint-hi I'equacié de la prelinealitat i la de la involucié, obtenint per
exemple:

L (zAy)ANzraA(yAz)
2. (zVy)VzxaV(yVz)
3. TNy~ yANw

4. xNVNy~yVzx

d. TNT R

6. cVr~zx

SEs pot trobar, per exemple, a [5].



10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

LxAN(xVy =
cxV(zANy) =z

.2 N0=0

rV1ixl
(x*xy)*zrx*(y*2)
TRYRY*T

rxl=~uw
rx(yVz) = (v*xy)V(r*2)
rxy —zrT— (y— 2)
(@x(z—y)Aymax(r—y)
T ANy —y~1
(r—=y)Vy—z)~1

i M S

Aquesta varietat conté algunes subvarietats ben conegudes:

e La classe de les algebres de Boole, BA, és la subvarietat d’'TIMTIL defini-

da per x V —x =~ 1. Denotarem amb By l’algebra de Boole de dos
elements.

La varietat de les MV-algebres, MV, és la subvarietat d’IMTIL obtin-
guda afegint a la base equacional d’IMTIL alguna de les equacions
segilents: © — (z —y)~y — (y = x),zVy~z — (r — y) o
ANy (r—y).

NM és la varietat de les IMTL-algebres que satisfan (zxy — 0) V (z A
y—rxy) 1l

IMTIL és la contrapartida algebraica de la logica IMTL. Concretament,
IMTL és una logica finitaria algebritzable en el sentit de [4] tal que la se-
va varietat semantica algebraica equivalent és IMTIL i tal que les férmules
d’equivaléncia sén {p — ¢q,q — p} i l'equacié definidora és p ~ 1. Per

tant,

tenim l'isomorfisme dual entre les extensions finitaries de IMTL i les

subquasivarietats de IMTIL. En particular, les que acabem d’enumerar sén
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les semantiques algebraiques equivalents de la logica classica, la logica de
Lukasiewicz i la logica del Nilpotent Minim, respectivament. La varietat
de les algebres de Boole només té una subquasivarietat propia, que és la
generada per I'algebra trivial (I’algebra que només té un element i que triv-
ialment satisfa totes les equacions); per tant, la logica proposicional classica
és maximal en el sentit que la seva tnica extensié és la logica inconsistent.
Pel que fa a les extensions de la logica de Lukasiewicz, cal dir que totes les
extensions axiomatiques han estat classificades per Komori a [34]; per tant,
equivalentment també es té una descripcié exhaustiva de les subvarietats de
MV-algebres. També les subquasivarietats han estat estudiades, per exem-
ple a [18], [21] i [19]. Finalment, el reticle de subvarietats de NM ha estat
totalment descrit a [20].

El nostre objectiu és contribuir al coneixement de les extensions finitaries
de IMTL o, equivalentment, del reticle de subquasivarietats de IMITL. A
tal efecte, introduirem algunes definicions i alguns fets algebraics elementals
més.

Proposicié 2. IMTIL és una varietat aritmeética amb el segiient terme de
2/3-minoria: m(z,y,z) = ((x = y) = 2) A ((z = y) = z) A (zV 2).

Definicié 3. Sigui A una IMTL-algebra. Els conjunts d’elements positius i
negatius de A es defineixen respectivament com:

Ap={a€A:a>a}

A ={a€A:a<-a}

Sera util tenir en compte la seglient caracteritzaciéo d’aquests conjunts:

Proposicié 4. Sigui A una IMTL-algebra. Llavors
A ={aVv-a:a€A, a#-a}
A ={aN-a:a€ A}

Definicié 5. Sigui A una IMTL-algebra. Un filtre és un subconjunt del
domini, ' C A, tal que:

o lcF,
e Siae Fia<hb, llavorsbe F, i
e Sia,be F, llavorsaxb e F.

Un subconjunt ' C A és un filtre implicatiu si © només si:

e lcF



e Sia,a—beF, llavorsb e F
Aquestes dues nocions coincideixen:

Proposicié 6. Sigui F' un subconjunt del domini d’una IMTL-algebra. Lla-
vors, F' és un filtre implicatiu si, © només si, F' és un filtre.

Proposicié 7. El conjunt dels filtres d’una IMTL-algebra A és un sistema de
clausura, és a dir, és una familia de subconjunts d’A tancada per interseccions
arbitraries i que conté A.

Definicié 8. Sigui A una IMTL-dalgebra i B C A un subconjunt qualsevol. El
filtre generat per B és el minim filtre d’A que conté B, és a dir, la interseccio
de tots els filtres que contenen B. El denotarem amb Fi(B).

Definicié 9. Si A és una IMTL-dlgebra i a € A, definim a® :== 1, a' == a i

per cadan > 1 a" :=a" ! xa.

Proposicié 10. Sigui A una IMTL-dlgebra i B C A un subconjunt qualsevol.
Llavors el filtre generat per B es pot descriure aizi: Fi(B) = {a € A :
byt x ... x byt < a per certs k,ny,...,ng > 11 certs by,..., b, € B}.

A més, tenim una bona correspondéncia entre els filtres i les congruencies
de les IMTL-algebres:

Proposicié 11. Sigui A una IMTL-algebra. Per cada filtre F C A definim
O(F) := {{a,b) € A? : a < b € F}, i per cada congruéncia § € Co(A)
definim Fi(f) := {a € A : {(a,1) € 0}. Aleshores, © és un isomorfisme
d’ordre entre el conjunt de filtres i el conjunt de congruéncies d’A i Fi és el
seu 1nuvers.

Ates que hi ha aquesta correspondencia, farem un abts de llenguatge i
escriurem A/ F per referir-nos a I'algebra A/O(F).

Proposicié 12. Sigui A una IMTL-dalgebra i ' C A un filtre propi. Son
equivalents:

(i) AJF és subdirectament irreductible.
(i) F és N-completament irreductible.

(111) F és maximal relativ a un element, és a dir, existeix un element a € A
tal que F' és un element maximal del conjunt dels filtres propis que no
contenen a, ordenat per la inclusio.



Definicié 13. Sigui F' un filtre d’una IMTL-dalgebra. F' és propi si, i només
si, 0 ¢ F. F és un filtre primer si, i només si, F' és propi i Ya,b € A si
aVbeF, llavorsae F obeF.

Aquesta noci6 de filtre primer és equivalent a la que utilitzen Esteva i
Godo a [14], tal com prova la segiient proposicié.

Proposicié 14. Sigui F un filtre propi d’una IMTL-algebra A. F és primer
st, 1 nomes si, per qualssevol a,b€ Aa—beF ob—aé€F.

Prova: ~ Suposem que F' és primer i prenguem a,b € A. Tenim (a —
b) V(b — a) =1 € F, per tant, per ser primer, a - b€ Fob— a€ F.
Reciprocament, suposem que a Vb € F. Llavors, a Vb = ((a — b) —

b) A ((b — a) — a) € F, per tant, (a — b) — b, (b — a) — a € F. Suposem
que a — b € F (laltre cas és analeg). Llavors, per ser filtre implicatiu,
beF. O

Proposicié 15. Sigui A una IMTL-algebra i F C A un filtre propi. Son
equivalents:

(i) F és primer.
(ii) AJF és finitament subdirectament irreductible.
(iii) AJF és una cadena.

Corol-lari 16. Una IMTL-algebra A és finitament subdirectament irreductible
st, 1 nomes si, per qualssevol a,b € A tals queaVb=1,a=10b=1.

Corol-lari 17. Una IMTL-algebra A és finitament subdirectament irreductible
St, © nOMES si, €s una cadena.

A partir del teorema general de I’Algebra Universal segons el qual tota
algebra és representable en producte subdirecte d’algebres subdirectament
irreductibles i del corol-lari anterior, s’obté:

Teorema 18. Tota IMTL-algebra és representable com a producte subdirecte
d’IMTL-cadenes.

Tenim, doncs, que les IMTL-algebres subdirectament irreductibles son
una subclasse de les IMTL-cadenes, pero no les tenim caracteritzades. Si
que podem, pero, donar la segiient condicié suficient:

Proposicié 19. Si A és una IMTL-cadena amb un antiatom, és subdirecta-
ment irreductible.

10



Prova: Sigui a Uantiatom, és a dir, a = max A\ {1}. Aleshores és immediat
comprovar que el filtre generat per a és el minim de Co(A) \ {A4}. 0

Tanmateix aquesta condicié no és necessaria. Si considerem ’algebra
estandard de Lukasiewicz [0, 1], veurem que es tracta d’una algebra subdi-
rectament irreductible (de fet, és simple) que obviament no té un antiatom.

Utilitzant el Lema de Zorn és rutinari demostrar que per tot filtre propi F’
d’una IMTL-algebra, hi ha un filtre propi GG tal que és un element maximal
del conjunt dels filtres propis amb l'ordre donat per la inclusié i tal que
F C G. A més, tot filtre maximal és primer.

Definicié 20. El radical d’una IMTL-algebra A és: Rad(A) :=({M C A:

M és un filtre maximal}.

Observem que en una cadena el conjunt dels filtres és totalment ordenat
i que, per tant, el radical és el maxim filtre propi.

Proposicié 21. Sigui A una IMTL-algebra i F C A un filtre propi. Son
equivalents:

(i) F és un filtre mazximal.
(ii) AJF és simple.

(i1i) Per qualsevol a € A, a & F sii ~a™ € F per algun n < 1.

11



3 La subvarietat de les MV-algebres

Com hem dit més amunt, les MV-algebres foren introduides per Chang ([6, 7])
per tal de dotar la logica infinitovalorada de Lukasiewicz d’una semantica
algebraica. Aqui les tractem en el marc general de la Logica Borrosa, o
sia, com un tipus particular d’IMTL-algebres i, per tant, les presentem en
un llenguatge diferent al de Chang. Aixi, recordem que per nosaltres una
IMTL-algebra A = (A, *,—,A,V,0,1) és una MV-algebra si, i només si,
satisfa I'equacié de la divisibilitat:

rANy~zx*(r—y)

A continuacié en destaquem alguns exemples:

1. Les algebres introduides originalment per Lukasiewicz per definir les
seves logiques multivalorades utilitzant una semantica de matrius, re-
sulten ser MV-algebres.

Aixi, per cada n > 2, L,, := ({0, ﬁ, ce Z—j, 1}, %, —,A,V,0,1) és la
MV-cadena de n elements i [0, 1], := ([0, 1], %, —, A, V,0,1) és la MV-
cadena estandard, definides totes per les segiients operacions: a * b :=
max{0,a +b— 1}, a — b := min{l,1 — a + b}, a A b := min{a,b} i
a Vb := max{a,b}. Observem que totes les MV-cadenes finites L,, sén
subalgebres de [0, 1].

2. La subalgebra de [0, 1], definida sobre l'interval unitat racional, [0, 1] N
Q). La denotarem com ([0,1] N Q).

3. Donat un grup abelia reticulat G = (G, A, V,+, —,0) i un element u €
G, u > 0, es defineix una MV-algebra I'(G,u) := {a € G: 0 < a <
u},*,—, A, V,0,u) amb les operacions segiients:
axb:=0V(a+b—u)i
a—b:=uAN(u—a+b).

4. Donat un grup abelia totalment ordenat G = (G, A, V,+, —,0), un el-
ement v € GG, u > 0, i un natural n > 1 es defineix una MV-algebra
L9 = ({(51,0) € Qua ® G ¢ (0,0) < (Lr.g) < (Lu)},s—
A, V,(0,0), (1,u)), on @Q,_1 ® G és el producte lexicografic del con-
junt dels racionals amb denominador n — 1 per G, i les operacions sén
les segiients:

(ay,az) * (b1, by) := max{(0,0), (a; + by — 1,a9 + by —u)} i
<a1,a2) — <b1,bQ> = min{(l,u), <1 —ay + bl,u — a9 + bg)}
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Escriurem les segilients abrevacions:
w ._ TZ0 ;

Ly = L2071
k. 1 Zk

Ly = Lo".

Val la pena remarcar que L% és equivalent a la MV-algebra C que
defineix Chang a [6] (pagina 474) i que anomenarem dalgebra de Chang.

3.1 El functor I' de Mundici

En els exemples presentats més amunt hem vist com a partir d'un grup abelia
reticulat G i un element del grup u > 0, es defineix una MV-algebra I'(G, u).
Chang introdui aquesta transformaci6 a [6] per a mostrar ’equivaléncia entre
MV-cadenes i grups abelians totalment ordenats. Mundici a [39] estengué la
construccié obtenint una equivaléncia categorial entre la categoria dels grups
abelians reticulats amb unitat forta i la categoria de les MV-algebres.

Definicié 22. Sigui G un grup abelia reticulat. Es diu que un element u € G
tal que w > 0 és una unitat forta si, i només si, per tot g € G existeix un
natural n > 1 tal que g < nu. En aquest cas, diem que el parell (G,u) és un
grup abelia reticulat amb unitat forta.

Definicié 23. Donats dos grups abelians reticulats amb unitat forta (G, )
i (G u) direm que una aplicacio h de G a G' és un homomorfisme de
grups abelians reticulats amb unitat forta de (G,u) a (G',u') (i escriurem
h:{(G,u)y — (G u')) si, i només si, h és un homomorfisme de grups abelians
reticulats de G a G' tal que h(u) = u'.

Aixi, el functor I' de Mundici es defineix com un functor entre la categoria
dels grups abelians reticulats amb unitat forta i la categoria de les MV-
algebres de la segiient manera:

1. Donat un objecte de la primera categoria, o sia, un grup abelia amb
unitat forta (G, u), el functor 'envia a la MV-algebra I'(G, u).

2. Donat un morfisme de la primera categoria, és a dir, un homomorfisme
de grups abelians amb unitat forta h : (G,u) — (G',u’), el functor
I'envia a 'homomorfisme de MV-algebres I'(h) : G — G’ tal que per
tot g € G tal que 0 < g <wu, I'(h)(g) = h(g).

Teorema 24 ([39]). El functor T' és una equivaléncia categorial entre la cat-
egoria dels grups abelians amb unitat forta i la categoria de les MV-algebres.
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Corol-lari 25. Per tota MV-algebra A hi ha un iunic (llevat d’isomorfisme)
grup abelia amb unitat forta (G,u) tal que A =T (G, u).

Per exemple, tenim:
e [0,1], =ZT(R,1), on R és el grup additiu dels reals.
e ([0,1]NQ)L =T(Q,1), on Q és el grup additiu dels racionals.

e L, ¥T(Q,_1,1) on Q,,_ és el grup additiu dels racionals amb denom-
inador n — 1.

[ ] Lg’u = F(Qn—l ® g? <1,U>)

3.2 Varietats de MV-algebres

En aquest apartat resumirem la classificacié de les varietats de MV-algebres
que es dedueix del treball de Komori [34]. Del teorema de representaci6
en producte subdirecte de cadenes, que Chang ja va demostrar per a les
MV-algebres, se segueix que tota varietat és generada per la classe de les
cadenes que conté. Per tant, la classificacié de les varietats resulta de I'estudi
de les MV-cadenes que tot seguit resumirem. Per a intentar ser fidels a la
terminologia amb que es va fer tal estudi, mantindrem el llenguatge de sumes
i ideals, que resulta ser totalment dual al llenguatge de productes i filtres
introduit per a les IMTL-algebres en la segona seccié d’aquest treball.

Definicié 26. Donada una MV-algebra A s’hi defineix per qualssevol a,b € A
a®b:=-(-ax-b), la:=aipertotn>1na:=(Mn—-1)ada.

Definicié 27. Sigui A una MV-algebra. Un subconjunt I C A és un ideal
S, © NOMES Si:

e 0el,

e Siacl ia>0b, llavorsbe I, i

e Sia,be F, llavorsa® b e F.

I és un ideal propi si, i només si, 1 ¢ I.

De la mateiza manera que en el cas dels filtres, es pot demostrar que tot

ideal propi esta inclos en un ideal maximal. Es defineix el co-radical de A
com CoRad(A) :== (M : M és ideal mazimal d’A}.
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Aixi, la nocié d’ideal és totalment dual a la nocié de filtre i, per tant,
també es té la correspondencia bijectiva entre ideals i congruencies i té sentit
considerar el quocient d’'una MV-algebra per un ideal. Es clar també que
una MV-cadena A és simple si, i només si, CoRad(A) = {0}.

Definicié 28. Sigui A una MV-algebra i a € A. FEs defineix ['ordre de a
com:

_f min{n :na =1} si existeix,
ord(a) = { 00 altrament.

Definicié 29. Donada una MV-cadena A, es defineix el seu ordre com
ord(A) = sup{ord(a) +1:a € A, ord(a) < oo}.
Observem que l'ordre d’'una cadena A és n si, i només si, A = L,,.
Definicié 30. Sigui A una MV-cadena. Definim el seu rang com:
rank(A) = ord(A/CoRad(A)).

De fet, en aquesta definicié de rang, com que A és una cadena, CoRad(.A)
és 1'inic ideal maximal i, per tant, A/CoRad(A) és una algebra simple. Les
algebres simples admeten la segiient caracteritzacio:

Teorema 31 ([7]). Sigui A una MV-algebra. Son equivalents:

1. A és simple.

2. A és isomorfa a una subalgebra de [0,1]y.

Corol-lari 32. Tota MV-algebra simple finita és isomorfa a L, per algun
n>1.

Corol-lari 33. Per tota MV-cadena A tenim que:
1. rank(A) = n si, i només si, A/CoRad(A) = L,.

2. rank(A) = oo si, i només si, A/CoRad(A) és isomorfa a una subalgebra
infinita de [0, 1]L.

Per exemple, per tot n > 1 rank(Ly) = n, ja que LY /CoRad(Ly) = L,,.

Vegem algunes propietats més de les MV-cadenes finites:
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Proposicié 34. L, C L, si, i només si, n — 1 divideix m — 1.

Teorema 35 ([42]). Una MV-dalgebra A és finita si, i només si, €s iso-
morfa a un producte directe finit de MV-algebres simples finites, aixo és, si
existeixen k,nq,...ng > 1 tals que:

A= L, x...x Ly,
A més, aquesta representacio és unica llevat de 'ordre dels factors.

Les algebres estandard sobre els reals i els racionals sén suficients per
generar tota la varietat de les MV-algebres:

Teorema 36 ([7]). MV =V([0,1],) = V(([0,1]NQ)L).
I en general:

Teorema 37 ([10]). Si A és una subalgebra infinita de [0,1], aleshores
V(A) =MV.

També el conjunt de totes les cadenes finites genera tota la varietat. De
fet, de [36] es dedueix:

Teorema 38. Si {L, : n € I} és un conjunt infinit de MV-cadenes simples
finites, llavors V({L, :n € I}) = MV,

Corol-lari 39 ([34]). Una varietat de MV-algebres és una subvarietat propia
de MV si, i només si, conté un nombre finit de L, ’s.

Lema 40. Siguwi K una varietat de MV-algebres. Llavors:

1. K és una subvarietat propia si, i només si, totes les seves cadenes son
de rang finit.

2. Si A €K ésuna cadena i K # MV, aleshores rank(A) = n per algun
n > 1 tal que L, € K.

Lema 41. Si A és una MV-cadena amb rank(A) = n, llavors A € V(LY.

Teorema 42. Sigui A una MV-cadena no simple. Sirank(A) = n, aleshores
L eV(A).

Aixi, s’obtenen totes les varietats generades una sola cadena de rang finit,
que queden determinades pel seu ordre i el seu rang:

Corol-lari 43. Si A és una MV-cadena de rang n, aleshores V(A) = V(1Y)
o V(A) =V(L,).
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Utilitzant tots aquests resultats s’arriba finalment a la classificacié de
les varietats de MV-algebres. Tot seguit I’enunciem i n’esbossem també la
demostracio per tal de mostrar com depen dels resultats anteriors.

Teorema 44 ([34]). Sigui K una varietat de MV-algebres. K # MV si, i
només si, existeizen dos conjunts de nombres naturals I 1 J finits i disjunts
tals que

K=V({L i€l U{Ly:je J}).

Prova: Suposem que K = V({L; :i € [}U{LY : j € J}) i vegem que és una
subvarietat propia. Per veure-ho cal exhibir alguna equacié que sigui valida
a K pero no ho sigui a MV. Prenguem m := max(/ U J). Sigui & > m un
nombre natural qualsevol més gran que m i considerem 1’equacié:

ma V (—x @ = (kx)) ~ 1
Aleshores: K |=mzx V (-2 @ —(kz)) =~ 1.

En efecte, si A € {L; : 7 € [} U{Ly : j € J}, aleshores rank(A) < m.
Per tant, si a ¢ CoRad(A), llavors ma = 1; i si a € CoRad(A), llavors
—a @ —(ka) = 1.

En canvi: MV (£ maz V (-2 @ —(kx)) =~ 1.

En efecte, L1 & ma V (-z @ —(kz)) &~ 1, ja que Pelement 1 falseja
I’equacio.

Sigui ara K una subvarietat propia de MV qualsevol. Cal veure que és de
la forma descrita pel teorema. Sabem que K esta generada per la classe de
les seves cadenes; diguem-ne Cg. Pel corol-lari 39 sabem que [ := {i > 1:
L; € K} és finit. A més I # (), ja que Ly és Palgebra trivial. Pel lema 40, si
A € Cg, llavors existeix un i € I tal que rank(A) = i.

Sigui J :={j € I : 34 € Cg tal que rank(A) = j i CoRad(A) # {0}}.
Pel teorema 42 sabem que {LY : j € J} C K. Per tant: V({L; : i €
I'\JyU{Ly:j e J}) € K. Només manca provar la inclusié contraria; de
fet és suficient veure que Cx C V({L; : 4 € I\ J}U{L} : j € J}). Sigui
A € Cg. Hihaun j € I tal que rank(A) = j.

Si j € J, aleshores pel lema 41: A€ V({L} :j € J}).
Sij ¢ J, lavors A=L;idaqui: Ae V{L;:ie I\ J}).
En ambdés casos s'obté: A € V({L; :i € I\ J}U{L] :j € J}), i aixo

finalitza la prova. O
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4 Algunes construccions per obtenir IMTL-
algebres

Intentant investigar l'estructura de les t-normes continues per l'esquerra,
Séndor Jenei ha publicat una serie d’articles ([26, 27, 28, 29, 30, 32]) do-
nant metodes per construir t-normes continues per l'esquerra que no siguin
necessariament continues. Alguns d’ells ja els hem exposat al treball [41];
aqui ens dedicarem als metodes restants, a saber, la rotacié inconnexa, la
rotaci6 connexa, la rotacié-aniquilacié inconnexa i la rotacié-aniquilacié con-
nexa. De fet, el mateix Jenei ja formula aquestes construccions a [27, 30|
de forma general tot permetent construir no només t-normes continues per
I'esquerra amb negacié associada involutiva, siné també IMTL-algebres en
general.

Definicié 45 ([15]). Una dalgebra A = (A, *,—, A, 1) de tipus (2,2,2,0) és
semihoop sii:

o (A, A, 1) és un inf-semireticle amb element mazim.

o (A, x, 1) és un monoide commutatiu tal que x és compatible amb [’ordre
d’inf-semireticle.

o Per qualssevol a,b e A, (a<bsa—b=1).

e Per qualssevol a,b,c € A, axb— c=a— (b — c).

St a més satisfa l'equacio de prelinealitat, és un semihoop basic.

Aixi, ja es pot definir la rotacié inconnexa d’un semihoop basic:
Definicié 46. Sigui A un semihoop basic. Definirem una algebra, A*, anom-
enada rotacid inconnexa d’A. Sigui (A" = {d' : a € A}, <) una copia disjunta
d’A dotada de 'ordre invers i sigui A* := AU A’. FEstenem aquests ordres a
un ordre per A* imposant a’ < b per cada a,b € A. Finalment, prenem les
segiients operacions a A*:

1A =14, 04 = (1), A el minim respecte de Uordre, VA" el mazim
respecte de [’ordre,

Ay a st a€A
Tl b osioa=beA

a*xAb si a,be AL

A p ﬁA*(a —A —|A*b) si a€ A be Ar
A0 —=A-Aa) si a€ AT be AL
04" sioa,be A*
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a—Ab si a,be AL

A (axA =Ab) si a€ AL be Ar

R si ae A", be A}
A A A0 sioabe A*

La rotacié connexa, en canvi, és una construccié que en lloc de partir
d’un semihoop basic parteix d'un cert tipus de MTL-algebres.

Definicié 47. Sigui A una MTL-algebra que satisfaci una de les segiients
condicions:

o A no té divisors de zero.
e dc e A tal que Va € A divisor de zero, ~a = c.

Definirem A*, la rotacié connexa d’A. Ara prenem <A’ ={d :a€ A a# 0", §>,
una copia disjunta de A — {04} amb Uordre invers, definim —4 04 := 04 i
la resta d’operacions com en el cas de la rotacio inconneza.

Proposicié 48 ([27]). Les rotacions proporcionen IMTL-algebres. Concre-
tament:

e Les rotacions inconnexes de semihoops basics son IMTL-algebres sense
punt fix.

e Les rotacions connexes de MTL-algebres que compleixin una de les dues
condicions esmentades son IMTL-algebres amb punt fiz.

Acabarem amb els metodes, també de Jenei, de rotacié-aniquilacié.

Definicié 49. Sigui A un semihoop basic i Ay una IMTL-dalgebra tals que AN
Ay = 0. Definim una dalgebra C anomenada la rotacid-aniquilacid inconnexa
d’A i Ay, Sigui (A ={d :a € A}, <) una copia disjunta d’A (i disjunta
també d’A;) dotada de lordre invers i sigui C := AU A" U A;. FEstenem
aquests ordres a un ordre per C' imposant a’ < b i b < ¢ per cada a,c € A i
cada b € Ay. Siguin Ct := A, C° := A, i C~ := A'. Finalment, prenem les
segiients operacions a C:

1€ .= 14, 0¢ := (14), AC el minim respecte de l'ordre, V¢ el mazim
respecte de [’ordre,

a si a€A

~Ca:=< b sioa=0ecA
—-Ag si a€ A
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(ax*b si a,beCt
—C(a =4 =) si aeCtbeC
—€(b—A=Ca) si a€cC ,beCt
0°¢ si a,beC™
W iCh o 0¢ sioa,beC%ia< -
’ axAb sioa,beC%ia¥ b
b si acCt beC®
a sioaeCbeCT
0¢ si aeC,be ("
| 0° si o aeC%beC~
(0 =4 si a,beCt
—Clax*=Cb) si aeCtbe O
1¢ si aecC,beCT
—Ch =ALq si a,be O™
c a—" b sioa,beC%ias b
a—="bi=9 e si a,beC®ia<—Ch
b si aeCT,beC?
1¢ si acC%beCt
1¢ si acC,beC’
| —Ca si acC%beC~

Definicié 50. Sigui A una MTL-algebra i Ay una IMTL-algebra. Definim
una algebra C anomenada la rotacid-aniquilacio connexa d’A i Ay. Sigui
(A'={d :a € A}, <) una copia disjunta d’A (i disjunta també d’A,) dotada
de l’ordre invers i sigui C := AUA'UA,\ {04,141}, Estenem aquests ordres
a un ordre per C' imposant a’ < b i b < ¢ per cada a,c € A i cada b € A;.
Siguin Ot .= A, C° := A\ {01,141} 4 C~ := A'. Finalment, les operacions
a C de la mateixa manera que en el cas de la rotacio-aniquilacio inconneza.

Observacié 1. Recordem [’operacio de suma ordinal de MTL-cadenes que
hem presentat al treball [41]. Aquesta operacid es pot estendre sense prob-
lemes per permetre que els sumands puguin ser també semihoops basics.
Notem que tant la rotacio-aniquilacio connexa com la inconnexa correspo-
nen en realitat a una suma ordinal de certs semihoops i+ IMTL-algebres a
la qual les operacions son convenientment modificades per tal que [’algebra
resultant compleizi la llei d’involucid. A més els conjunts AU A" i (A; U
{14\ {04, 141} s6n subuniversos d’aquestes sumes ordinals.

Proposicié 51 ([27]). Les rotacions-aniquilacions son IMTL-algebres.
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5 IMTL-algebres perfectes i bipartides i rota-
cions de semihoops basics

En aquesta secci6é presentarem ja alguns resultats originals (que es poden
trobar també a [40]). El nostre objectiu és ara estudiar les IMTL-algebres
que s’obtenen mitjancant els metodes de rotacié anteriorment descrits. A
tal efecte estendrem a la varietat IMTIL certes nocions usades en la teoria
de MV-algebres, a saber les d’algebra perfecta, bipartida, local i localment
finita (vegeu [2, 3, 12]). Val a dir que aquestes nocions per a MV-algebres
es definien en termes d’ideals i nosaltres aqui les traduirem al llenguatge de
filtres, més convenient i generalitzable al marc dels reticles residuats.

En primer lloc definirem el concepte d’ordre d’un element en una IMTL-
algebra.

Definicié 52. Sigui A una IMTL-algebra i a € A. Definim ['ordre d’a com:

ot { =01 S
Observem que:
e ord(l) = oo.
e Si F' és un filtre propi i a € F, llavors ord(a) = co.
e Sia€ A, llavors ord(a) < oo.

Aquesta definicié ens porta a la d’algebra perfecta:

Definicié 53. Una IMTL-algebra A és perfecta si, i només si, Va € A (ord(a) <
o0 sii ord(—a) = 00).

Alguns exemples d’'IMTL-algebres perfectes sén 'algebra de Boole de dos
elements By, la MV-algebra de Chang definida a [6] i totes les NM-cadenes
sense punt fix; en totes elles es comprova facilment que tots els elements
positius son d’ordre infinit.

Per a definir el concepte d’'IMTL-algebra bipartida necessitem una proposi-
ci6 previa.

Proposicié 54. Sigui A una IMTL-algebra i F C A un filtre. Aleshores el
subunivers d’A generat per F' és FU—=F, on =F = {—-a:a € F}.
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Prova: Sigui X el subunivers d’A generat per F. Hem de veure que X =
F'U—=F. La inclusié de dreta a esquerra és obvia, per tant només hem de
provar 'altra. Observem que F' C F' U —F, o sigui que és suficient mostrar
que F U —F és un subunivers. Aix0 es veu facilment comprovant que és
tancat per totes les operacions. O

Definicié 55. A és bipartida si, i només si, hi ha un filtre mazimal F' C A
tal que A = F U—F, és a dir, tal que F' genera A.

A més, definim una classe especial d’'IMTL-algebres bipartides, BP,.

Definicié 56. A € BP, si, 1 només si, VE C A filtre maximal, A = FU-F,
€s a dir, és bipartida per tots els filtres maximals.

Tots els exemples que hem donat abans d’algebres perfectes sén també
algebres de BIPy. Pero no totes les algebres de BP, son perfectes, per exemple
I’algebra de Boole de quatre elements: B, € BP, pero no és perfecta. Tampoc
és cert que totes les algebres bipartides siguin de BPy: L3 x By és bipartida
i no és a BP,.

Notem que ni les algebres perfectes ni les bipartides no poden tenir punt
fix.

Totes aquestes nocions resulten ser equivalents per a les cadenes. De fet,
tenim:

Teorema 57. Sigui A una IMTL-cadena. Son equivalents:
(1) A és bipartida.
(2) A € BP,.
(3) A= Rad(A)U-Rad(A).
(4) Rad(A)= A, i A no té punt fiz.
(5) A és perfecta.

(6) A és isomorfa a la rotacid inconnnexa d’un semihoop basic totalment
ordenat.

(7) Al BP(x) ~ 1.
(8) A/Rad(A) = Bs.
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on BP(z) = (=(—x)?)? « = (-a?)%
Prova: (1) = (2), (2) = (3), (3) = (4) 1 (4) = (5) s6n directes.

(5) = (6):

Si la cadena és perfecta, llavors tots els elements positius tenen ordre
infinit; per tant A, és tancat per producte. En conseqiiencia, si B és
el semihoop basic donat per A, llavors A = B*.

: Suposem que hi ha un semihoop basic totalment ordenat B tal que

A = B*. Un senzill calcul ens mostra que per tot a € A, (—(—a)?)? =
—(=a?)? =11ipertota € A (=(-a)?)? = —(-a?)? = 0.

: Suposem que A satisfa 'equacié. Notem que en aquest cas el conjunt

dels positius és un filtre propi. En efecte, si a € A, llavors —a € A_,
i per tant (—a)? = 0. En conseqiiencia (—(—a)?)? = 1 = —(—a?)? i
aixo implica a? € A,. Ara prenem a,b € A, tals que a < b. Llavors
a> < axbia®>e€ Ay, ipertant axb € A,. Aixi, A, = Rad(A).
Considerem l'algebra A/ Rad(A) i prenem a € A. Si a és positiu, llavors
a—1=1¢€ Rad(A)il — a =a € Rad(A), i d’aqui a/Rad(A) =
1/Rad(A). En canvi, si a és negatiu, llavors a — 0 = —a € Rad(A)
10— a=1¢€ Rad(A), so a/Rad(A) = 0/Rad(A). En conseqiiencia,

: Suposem que el quocient pel radical és 1’algebra de Boole de dos ele-

ments. Es suficient provar que per tot a € A (a € Rad(A) < —a ¢
Rad(A)). En efecte: a pertany al radical sii a/Rad(A) = 1/Rad(A) sii
—a/Rad(A) = 0/Rad(A) sii ~a ¢ Rad(A).

5.1 El radical de les IMTL-algebres

Ens proposem ara estendre a IMTIL la caracteritzacié del radical donada a
[17] per a algebres de Wajsberg.

Lema 58. Sigui A una IMTL-cadena. Aleshores:
Rad(A)={a€ A:a">-a VYn>1}.

Prova: Sia € Rad(A), llavors per tot n > 1, a™ € Rad(A) C A,. Com que
a™ < a, obtenim que —a < —a" < a”. Reciprocament, prenguem a € A tal
que per tot n > 1 a" > —a. Aleshores, en particular, per tot n, a™ # 0, per
tant el filtre generat per a, Fi(a), és propi. Aixi, a € Fi(a) C Rad(A), puix
que en les cadenes els filtres estan totalment ordenats. O
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Lema 59. Siguin A i B dues IMTL-algebres i h : A — B un homomorfisme
entre elles.

(a) Si F C B és un filtre, llavors h™'[F] és un filtre.

(b) Si F C B és un filtre propi, llavors h™'[F| és un filtre propi.

(c) Si F C B és un filtre primer, llavors h™[F| és un filtre primer.
(d) Si F C B és un filtre mazimal, llavors h='[F] és un filtre mazimal.

(e) Si F C B és un filtre, llavors h™'[—=F] = =(h'[F]).

Prova: Tot sén comprovacions rutinaries. O

Ara ja podem generalitzar la caracteritzacié del radical a totes les IMTL-
algebres.

Teorema 60. Sigui A una IMTL-algebra. Aleshores:
Rad(A)={a € A:a">-a Vn>1}.

Prova: Suposem primer que a pertany al conjunt de la dreta. Si existeix un
filtre maximal M tal que a ¢ M, llavors existeix un n > 1 tal que —~a™ € M.
Pero, ates que a™ > —a, tenim —a" < a, i per tant a € M, la qual cosa
és absurda. Per tal de provar I’altra inclusid, considerem una representacio
d’A com a producte subdirecte d’IMTL-cadenes, ¢ : A — Il;c;A;. Sigui
@i = m; o @. Pel lema anterior, per tot i € I, ¢; '[Rad(A;)] és un filtre
maximal d’ A, per tant:

Rad(A) € (¢ [Rad(A)].
el
Aixi, només hem de demostrar aquesta inclusié:

ﬂ(p[l[Rad(.Ai)] C{aeA:a">-a Vn>1}
iel
Suposem que per tot i € I a € ; [Rad(A;)]; llavors per tot i €
I, p(a)(i) € Rad(A;) i, com que A; sén cadenes, Vn > 1 (¢(a)(i))” >
—(¢(a)(i)). En conseqiiencia, Yn > 1, ¢(a)” > —p(a) i d’aqui Yn > 1,
a™ > —a. Aixo implica que Vn > 1, a™ > —a. O
Corol-lari 61. Per tota A IMTL-algebra, Rad(A) C A,.

Corol-lari 62. Sigui A una IMTL-dalgebra. Aleshores:

A, és un filtre sii A, = Rad(A).
Prova:  Suposem que A, és a filtre. Hem de veure que A, C Rad(A).
Sigui a € A,; llavors per tot n > 1, a® € A,. Tenim a" < a; per tant
—a < —a" < a™ < a i aixo significa que a € Rad(A). O
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5.2 IMTL-algebres locals

Fixem-nos que en tota IMTL-algebra A es té: Rad(A) C {a € A : ord(a) =
oo}. Ara estudiarem aquelles algebres en queé aquesta inclusié és una igualtat,
les IMTL-algebres locals.

Definicié 63. Una IMTL-dalgebra A és local si, i només si, per tot a € A
ord(a) < oo o0 ord(—a) < co.

Es clar que totes les cadenes son locals. També totes les algebres perfectes
ho sén. De fet, podem provar la segiient caracteritzacio:

Proposicié 64. Una IMTL-algebra A és local sii té un unic filtre mazximal.

Prova: Suposem que M és I'inic filtre maximal d’A. Si hi ha un a € A
tal que ord(a) = ord(—a) = oo, llavors a, ~a € M i aix0 és una contradiccid,
ja que M és propi. Reciprocament, suposem que A és local i sigui M un
filtre maximal. Aleshores és facil veure que M = {a € A : ord(a) = oo}.
Clarament M esta contingut en aquest conjunt. Si a ¢ M i ord(a) = oo,
llavors In tal que —a™ € M, i per tant ord(—a™) = oco. Llavors ord(a™) < oo,
i d’aqui ord(a) < oo, una contradiccid. O

Corol-lari 65. Sigui A una IMTL-dalgebra.
A és local si, i només si, Rad(A) = {a € A: ord(a) = co}.

Hi ha una nocié especial de filtre relacionada amb les algebres locals, a
saber els filtres primaris. Per tal de definir-los necessitarem introduir una
nova operacio, la suma, a les IMTL-algebres.

Definicié 66. Sigui A una IMTL-algebra. Per qualssevol a,b € A definim
a®b:=-(-ax-b), la:=aipertotn>1na:=(Mn—1)ada.

Definicié 67. P és un filtre primari d’una IMTL-algebra A sii és un filtre
propi tal que per qualssevol a,b € A tals que a ® b € P existeix un n tal que
na € P onbeP.

Teorema 68. Sigui A una IMTL-algebra i P C A un filtre. Aleshores:
A/ P és local si, i només si, P és primari.

Prova: Suposem que el quocient és local i prenguem a @ b € P tal que per
tot n > 1 na ¢ P. D'una banda, a/P & b/P = (a® b)/P = 1/P, i per
tant —(b/P) < a/P. D’altra banda, per tot n > 1 n(a/P) # 1/P, i aixi
per tot n > 1, n—(b/P) # 1/P. Se segueix que ord(b/P) = oo i, com que
A/ P és local, ord(—(b/P)) < co. Aix0 implica que hi ha un m > 1 tal que
mb/P = 1/P i, per tant, mb € P. Per a provar l'altra direccié, prenguem
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un a/P arbitrari i observem que a @ —a = 1 € P. Aleshores, per ésser P
primari, sabem que hi ha n tal que na € P o n(—a) € P. En el primer cas és
facil veure que ord(—a/P) < oo i el segon implica que ord(a/P) < oco. Per
tant, ’algebra és local. a

Corol-lari 69. Sigui A una IMTL-algebra i sigui F' C A un filtre primer.
Aleshores, F és primari.

Proposicié 70. Sigui F' un filtre propit d’una IMTL-algebra. Aleshores:
F és primari siv hi ha a unic filtre mazimal M tal que F C M.

Prova: F és primari sii A/F és local sii A/ F té un unic filtre maximal sii hi
ha un tnic filtre maximal M tal que F' C M, puix que hi ha un isomorfisme

d’ordre entre els filtres d"A/F i els filtres d’A que contenen F. O
Corol-lari 71. Una IMTL-algebra és local sit tots els seus filtres propis son
PTIMATLS.

Corol-lari 72. Sigui A una IMTL-algebra local. Aleshores per tot filtre
F CA, A/F és local.

D’aqui deduim que la classe de les IMTL-algebres locals és tancada per
imatges homomorfiques. Es senzill provar que també és tancada per subalgebres.
Tanmateix, no és ni una varietat ni una quasivarietat ja que no ho és per
productes directes. Per exemple, la NM-algebra estandard [0, 1], és local,
mentre que [0, 1], no ho és.

Amb el proposit d’enunciar una classificacié de les algebres locals , definirem
dos nous tipus d’IMTL-algebres.

Definicié 73. Una IMTL-dlgebra A és localment finita® sii per tot a € A\{1}
ord(a) < co. A és peculiar sii és local i existeizen a,b € A\ {0,1} tals que
ord(a) = oo, ord(b) < oo i ord(—b) < 0.

Les algebres localment finites i les peculiars si que poden tenir punt fix;
per exemple la MV-algebra estandard és localment finita i [0, 1]yas és pecu-
liar, ja que ord(3) = ord(—3) < oo.

Teorema 74. Sigui A una IMTL-algebra local tal que A % Bsy. Aleshores A
satisfa una, © només una, de les segiients:

o A és perfecta.
o A és localment finita.

o A és peculiar.

6Seguim aquf la terminologia introduida per Chang a [6]. Convé no confondre aque-
sta definicié6 amb la definicié general de ’Algebra Universal segons la qual les algebres
localment finites sén aquelles en que tota subalgebra finitament generada és finita.
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5.3 IMTL-algebres perfectes i rotacions inconnexes de
semihoops basics

Per a les algebres perfectes també hi ha un tipus especial de filtres:

Definicié 75. P és un filtre perfecte d’una IMTL-algebra A sii és un filtre
propi tal que Ya € A(Inna € P sii Ymm(—a) ¢ P).

Proposicié 76. Sigui A una IMTL-algebra i F' C A un filtre propi. Aleshores:
F és perfecte sit AJF és algebra perfecta no-trivial.

Prova: Es una comprovacio directa. O

Corol-lari 77. Tot filtre perfecte és primari.

Prova: Per I'iltima proposicié i pel teorema 68. O

Teorema 78. Sigui A una IMTL-algebra. Aleshores:
A és perfecta sii tot filtre propi d’A €és perfecte.

Prova: Si tot filtre propi és perfecte, llavors A és perfecta car A = A/{1}.
Reciprocament, suposem que 1’algebra és perfecta i prenguem un filtre propi
arbitrari ' C A,ia € F. Hem de provar que (In na € F < Vm  m(—a) ¢
F). En efecte, na € F = ord(na) = oo = ord(—(na)) < oo = ord((—a)") <
o0 = ord(—a) < oo = ord(a) = oo. Si hi ha un m tal que m(—a) € F,
llavors ord(—a) = co i aixo és absurd.

Per I'altra implicacié: Vm m(-a) ¢ F = VYm m(-a) #1=Vm o™ #
0= ord(a) =00 = ord(—a) <oco=3In (-a)*=0=3In na=1€F. O

Aixi doncs, hem vist que la classe de les IMTL-algebres perfectes és tanca-
da per imatges homomorfes. Obviament també és tancada per subalgebres.
Ara bé, el mateix exemple que hem usat per al cas de les algebres locals
mostra que aquesta classe tampoc és tancada per productes directes.

Aquestes algebres es poden caracteritzar de la segiient manera:
Teorema 79. Sigui A una IMTL-algebra. Aleshores:
A és perfecta sit A = Rad(A) U —=Rad(A).

Prova:  Suposem que A és perfecta. Pel corol-lari 65 sabem Rad(A) =
{a € A : ord(a) = oo} i llavors el resultat se segueix immediatament.
Reciprocament, si A = Rad(A) U ~Rad(A), llavors tot a € Rad(A) té ordre
infinit mentre que tot a € —Rad(A) té ordre finit. Per tant, I’algebra és
perfecta. a

Corol-lari 80. Tota algebra perfecta és bipartida.
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Prova: Si I’algebra és perfecta, llavors és local, o sia, el radical és 1'inic
filtre maximal i el resultat esdevé obvi. O

Una altra conseqiieéncia senzilla és la segiient proposicié sobre subalgebres
perfectes:

Corol-lari 81. Donada una IMTL-algebra A, Rad(A) U —Rad(A) és l'u-
nwers d’una subalgebra perfecta que, a més, conté tots els universos de les
altres subalgebres perfectes.

Arribem ara a la caracteritzacié principal de les algebres perfectes, segons
la qual aquestes resulten ser les mateixes que aquelles que s’obtenen per
rotacio inconnexa de semihoops basics:

Teorema 82. Sigui A una IMTL-algebra. Son equivalents:
(1) A és perfecta.
(2) A/Rad(A) = Bs.
(3) A és isomorfa a la rotacid inconnexa d’un semihoop basic.

Prova:

(1) = (2): Si l'algebra és perfecta, llavors el radical és perfecte i maximal, o sia

A/ Rad(A) és simple i perfecta, i per tant ha de ser isomorfa a Bs.

(2) = (3): Pertota € A, (a/Rad(A) = 1/Rad(A) = a € Rad(A))i(a/Rad(A) =

0/Rad(A) = a € —=Rad(A)). Per tant A = Rad(A) U —Rad(A). Aixi
si considerem el semihoop basic B donat per Rad(A), obtenim A = B*,

(3) = (1): Si A = B* per algun semihoop basic B, llavors és obvi que tots els

elements positius tenen ordre infinit i tots els elements negatius tenen
ordre finit.

O

No deixa de ser interessant també particularitzar aquest darrer resultat a
les MV-algebres. A tal efecte, necessitem dues definicions més que es troben
a [15].

Definicié 83. Una dalgebra A = (A, *,—, 1) és un hoop si, i només si, * és
una operacio monoidal que té 1 com a element neutre i a més satisfa:

e r—1xr~1.

28



o rx(z—y)myx(y— 1)

e rxxy —zrT— (y— 2).

S°hi defineix una relacio d’ordre aixi: a < b<a—b=1.

De fet, un hoop és un semihoop basic que satisfa x*(z — y) ~ y*(y — x).

Definicié 84. Un hoop de Wajsberg és un hoop que safisfa: (x — y) — y ~
(y — x) — x. Un hoop cancel-latiu és un hoop de Wajsberg sense element
minim.

Obtenim que les MV-algebres perfectes coincideixen amb les rotacions
inconnexes de hoops cancel-latius.

Teorema 85. Sigui A una IMTL-algebra. Son equivalents:

(1) A és una MV-algebra perfecta.

(2) A és isomorfa a la rotacié inconnexa d’un hoop cancel-latiu.
Prova:

(1) = (2): Es clar que Rad(A) és un hoop de Wajsberg. Aixi ser suficient mostrar
que no té element minim i que, per tant, és un hoop cancel-latiu. Su-
posem que a és el minim de Rad(A) i prenguem qualsevol z < a diferent
de 0. Aleshores, a Az = z, pero a* (a — x) = a* =(ax ) = =(a —
ax*-x) = 2(a — a) = 0, que és contradictori amb el fet que A és
MV-algebra.

(2) = (1): Larotacié inconnexa d’un hoop cancel-latiu és sempre una MV-algebra,
tal com es demostra al Lema 3.13 de [15]. Per tant, pel darrer teorema,
és una algebra perfecta.

O

5.4 Varietats de semihoops basics i varietats d’IMTL-
algebres perfectes

En aquest apartat veurem que la relacié que hem establert entre algebres

perfectes i rotacions inconnexes de semihoops basics té com a conseqiiencia

que els seus reticles de subvarietats son isomorfs. Concretament, veurem que
donats dues classes de semihoops, la varietat que generen és la mateixa si,
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i només si, també coincideixen les varietats generades per les classes de les
seves rotacions inconnexes.

Necessitarem la segiient notacio: donada una classe de semihoops basics
K, definim K* := {A4* : A € K}.
Lema 86. Si K és una classe de semihoops basics, llavors H(K*) = H(K)*.

Prova:  Siguin A € Ki B € H(A) i considerem B*. Aixi, tenim que B
és la imatge d’un homomorfisme h : A — B i cal veure que B* € H(A").
Simplement basta considerar el segiient homomorfisme exhaustiu:

g : A* — B* definit per:

1. g(a) = h(a), sia € (A%),,

2. g(a) = —h(—a), si a € (A*)_.

Prenguem ara B € H(K*), o sia, B és la imatge d'un homomorfisme h :

A* — Bon A€ K. Llavors B = h[(A*).]*, i per tant B € H(A)* C H(K)*.
O

Lema 87. Si K és una classe de semihoops basics, llavors S(K*) = S(K)*.

Prova: Siguin A € KiB € S(A*). Aleshores, com que B és una subalgebra
de la rotacié inconnexa de A, cal que By C (A*); = Ai B_ C (A*)_. De fet,
B, és I'univers d’una subalgebra de A i, per tant, B és la rotacié inconnexa
d’aquesta subalgebra i d’aqui A € S(K)*.

Reciprocament, si A € K i B € S(A)*, llavors B = C* per alguna C C A.
D’aqui s’obté C* C A* i, per tant, B € S(A*) C S(K*). 0

Lema 88. SiK és una classe de semihoops basics, llavors Py (K)* C ISPy (K*).

Prova:  Siguin {A; : i € I} C K i considerem un ultraproducte Hi{ A,
Prenem l'ultraproducte de {Af : i € I} corresponent al mateix conjunt
d’indexos i al mateix ultrafiltre, o sia, Hi{ A?. Basta considerar la immersi6

a: (TT, A)* — 1), Az definida per:
o Sia/U c (1}, A%, al@/u) :=a/Uu.

e Si —(a/U) € (HZ{{AZ»)*_, a(=(a/U)) = —a/U, on per cada i € I
(ma)(z) = =(a(z)).

Aix{ obtenim que (]}, A:)* € IS(TT}, A?) C ISPy (K*). O
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Lema 89. SiK és una classe de semihoops basics, llavors Py (K*) C IS(Py (K)*).

Prova:  Prenem {A; : i € I} C K i un ultraproducte Hi, A?. Donat
a € [[" Az, definim j(a) € []" A; com:

si a(i) > —a(i),
altrament.

o i
i@ ={ 0,
Per demostrar que Hu A e ]IS((H A;)*) C IS(Py(K)*) només cal con-
siderar la immersié a : [, A — ([T}, A;)* definida per:

o Sia/U € [}, As és tal que {i € I : a(i) > —a(i)} € U, llavors
ala/U) = j(a)/U.

o Sia/d € [, A: és tal que {i € I : a(i) < —a(i)} € U, llavors
ala/U) = —a(-a/U).

O

Teorema 90. Siguin K i L dues classes de semihoops basics totalment or-
denats. Llavors, V(K) = V(L) sii V(K*) = V(L*).

Prova: Del lema de Jénsson (vegeu [5]) es dedueix que donada una classe M
de semihoops basics o d'IMTL-algebres, HSP; (M) coincideix amb la classe
de les cadenes de V(M). Per tant, en virtut del teorema de representacié en
producte subdirecte de cadenes, només cal provar que HSPy (K) = HSPy (L)
sii HSPy (K*) = HSPy (IL*).

Suposem, en primer lloc, que HSPy(K) = HSPy(L). Llavors, K C
HSPy(L) i per tant, K* C (HSPy(L))* = HS(Py(L))* C HSISP,(L*) C
HSP (L*). Per tant, HSPy (K*) C HSPy(IL*), i Paltra inclusi6 és analoga.

Suposem ara que HSPy(K*) = HSPy(IL*). Llavors, K* C HSPy(L*) C
HSIS(Py(L))* = (HSISPy(L))* C (HSPy(L))*. Per tant, K C HSPy(L), i
I’altra inclusi6 és analoga. O

5.5 IMTL-algebres bipartides

Sigui A una IMTL-algebra bipartida. Recordem que aquestes algebres no
tenen punt fix. Es clar que per tot a € A ord(a) = oo 0 ord(—a) = co. Sigui
Ay :={a € A:ordla) =00 < ord(—a) < oo} i Ay :={a € A: ord(a) =
00, ord(—a) = 0o}. Aleshores, tenim:

[ ] A:A1UA2
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o A ={0,1} sii A € BA.
e A, = () sii A és perfecta.

Lema 91. Sigui A una IMTL-algebra. Llavors,
Va,be A (ord(—(axb)) < oo = —ax*x—-b=0).

Prova: Bs un calcul senzill. O

Proposicié 92. Si Ay és un subunivers, llavors Ay = AL UA_ i A, és un
filtre.

Prova: Primer provarem que per tot a € A; (ord(a) =00 = a € A, ):
ord(a) = oo = ord(a?) = oo = ord(—a*) < oo, ja que a*> € A; =
—a % —a = 0 (pel lema anterior), a < —a.

Ara comprovem que A; = Ay UA_. Prenguem a € A;. Si ord(a) = oo,
llavors @ € A,. Si ord(a) < oo, llavors ord(—a) = oo, i d’aqui ~a € Ay
ia € A_. Siguiaraa € Ay UA_. Sia € A, llavors ord(—a) < oo i
ord(a) = oo, i per tant @ € A;. En canvi, si a € A_, llavors ord(a) < oo i
ord(—a) = 0o, 1 per tant a € A;.

Finalment provarem que A, és un filtre. Es suficient veure que és tancat
per productes. Sigui a € Ay; llavors ord(a®) = oo, i per tant a®> € A,. Si
a,b € A,, només cal veure que l'ordre de a * b és infinit. Suposem que fos
finit. Aleshores hi hauria un n tal que (a*b)™ = 0. Aixo implica que hi hauria
un m tal que (a*b)?" =0, i per tant a®” < —b?", pero aixd és contradictori
ja que a®” i b*" sén elements positius. O

Proposicié 93. Sigui A una IMTL-dlgebra sense punt fix i sigui M C A un
filtre primer. Aleshores son equivalents:

(1) Ay C M.

(2) M és mazimal i A= M U M.

(3) A/M = B,.

(4) M és mazimal i perfecte.
Prova:

(1) = (2): Sia € A, llavors per la proposicié 4, a V —a € A, C F, pero ates que
M és primer, a € M o —a € M.

(2) = (3): D’una banda, M és primari pel corol-lari 69, i per tant A/M és local.
De l'altra, per tot a € A, a/M V —(a/M) = (aV —a)/M = 1/M, o sia,
A/M és una algebra de Boole. En conseqiiéncia, ha de ser isomorfa a
I’algebra de Boole de dos elements.
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(3) = (4): Si A/M = By, llavors M és perfecte, car By és perfecta. A més, M és
maximal ja que By és simple.

(4) = (1): Prenguem a V —a € A, isuposem que no pertany a M. Aleshores hi
ha un n > 1 tal que =(a V —a)™ € M, i per tant n(—a) Ana € M, la
qual cosa contradiu el fet que M és perfecte.

O
Aix0 ens forneix una caracteritzacié de les IMTL-algebres bipartides:

Teorema 94. Una IMTL-algebra A és bipartida sii el filtre generat per A,
€s propi.

Prova: Laimplicacio d’esquerra a dreta se segueix immediatament de I'altim
teorema. Per a demostrar 'altra, suposem que Fi(A,) és propi. Aleshores
ha d’estar contingut en algun filtre maximal M, i per tant A, C M i pel
darrer teorema A = M U =M. O

Lema 95. Sigui A una IMTL-algebra sense punt fix i sigui F' C A un filtre.
Aleshores: A/F € BA sii Ay CF.

Prova: Suposem que el quocient és una algebra de Boole i prenguem a € A,
Aleshores a/F V =(a/F) = (aV —a)/F = 1/F. Per tant: a = aV —a € F.
Reciprocament, és directe comprovar que A/ F satisfa la llei del terg exclos.
O

Lema 96. Sigui A una IMTL-algebra bipartida. Aleshores:
A és bipartida només per Fi(A,) sii Fi(Ay) és un filtre mazimal.

Prova: Suposem que Fi(A,) és un filtre maximal. A, C Fi(A,), i per tant
A =TFi(A;) U-Fi(Ay). Si M és un filtre maximal i A = M U —M, llavors
Ay C M, idaqui: Fi(A,) =M. O

Proposicié 97. Sigui A una IMTL-algebra bipartida. Si A, és un filtre,
llavors Ay = AL UA_.

Prova: Pellema 95 A/A, € BA. Siexisteix algun a € A;\ (A1 UA_), llavors
a/Ay no és ni 1/A; ni 0/A4, i per tant ord(a/A;) = ord(—a/A}) = oo,
pero aixo és inconsistent amb el fet que a € A;, puix que ord(a) < oo or
ord(—a) < oo. O

Amb aquests resultats arribem a una caracteritzacié de les algebres de
B]P)()I

Teorema 98. Per tota IMTL-algebra A son equivalents:
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(1) A € BP,.

(2) A/Rad(A) € BA.

(3) Rad(A) = A, i A no té punt fir.
Prova:

(1) & (2): Per tot filtre maximal M, A = M U =M sii (pel teorema 93) A, esta
contingut a tots els filtres maximals sii Ay C Rad(A). Pel lema 95
aix0 és equivalent a A/Rad(A) € BA.

(2) = (3): Pellema 95 obtenim que A, C Rad(.A); l'altra inclusi6 sempre és certa.

(3) = (2): Surt també del lema 95.

O
Dins de la classe de les algebres bipartides aquesta caracteritzacié es par-
ticularitza de la segilient manera:

Proposicié 99. Per tota IMTL-algebra bipartida A son equivalents:
(1) Ay és un subunivers.
(2) Ay és un filtre.
(3) A € BP,.
Prova:
(1) = (2): Ha estat vist a la proposici6 92.
@)

(3) = (1): SiA € BPy, llavors pel darrer teorema A, és un filtre. Finalment usant
la proposicié 97 arribem al resultat.

4

(3): Se segueix de I'iltim teorema.

Corol-lari 100. Tota IMTL-algebra perfecta és de BP.
A més aquesta classe d’algebres bipartides resulta ser una varietat:

Teorema 101. BPy és una varietat. Se’n pot obtenir una axiomatitzacio
equacional afegint el segiient conjunt d’equacions a la base equacional d TMTIL:

{(xN—z) = (xV-x)"~1:n>1}
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Prova:  Sigui A una IMTL-algebra. A € BP, sii Rad(A) = Ay sii (pel
teorema 60) per tot a € Ay itot n > 1, a® > —a sii (per la proposicié 4)
AE (zA—x) — (zV-z)" =1 per tot n > 1. O

Corol-lari 102. BP, és la varietat generat per totes les IMTL-algebres per-
fectes, és a dir, per totes les rotacions inconnexes de semihoops basics.

Prova:  Sigui K la varietat generada per les IMTL-algebres perfectes. Pel
corol-lari 100, K C BPy. L’altra inclusié se segueix de la representacié en
producte subdirecte de cadenes i del teorema 57. O

Corol-lari 103. Hi ha una aziomatitzacio de BPy més simple, la que s’obté
afegint als axiomes dTMTIL només aquest:

BP(z) ~ 1

Prova: Sigui K la varietat les IMTL-algebres que satisfan aquesta equacié.
Cal demostrar que K = BP,. Si A € K, llavors pel teorema de representacié
A és representable com a producte subdirecte de cadenes que satisfan I’e-
quacié. Pel teorema 57 aquestes cadenes sén de BPg; per tant, A € BP,.
Reciprocament, prenguem A € BPy. Aleshores A és isomorfa a un producte
subdirecte d’'IMTL-cadenes de BPPy, i per tant satisfa ’equacio. O

En el cas de les MV-algebres és sabut que la varietat generada per les
perfectes coincideix amb la varietat generada per la cadena de Chang i que
només conté un subvarietat propia i no trivial, a saber, la de les algebres de
Boole. Ara bé, tal com mostra el teorema 90, a IMTL la varietat BPy és d’una
complexitat enorme. Tanmateix, aquesta varietat no conté totes les algebres
bipartides, com ja hem observat més amunt. A continuacié, veurem que la
classe de les IMTL-algebres bipartides de fet no és una varietat i calcularem
quina és la varietat que genera.

Proposicié 104. La classe de les IMTL-algebres bipartides és tancada per
subalgebres.

Teorema 105. Sigui {A; : i € I} un conjunt d’IMTL-dalgebres i sigui A
llur producte directe. Si hi ha algun j € I tal que A; és bipartida, llavors A
també és bipartida.

Prova: Es pot demostrar utilitzant la mateixa argumentacié que s’usa al
teorema 4.5 de [12] per al resultat analeg amb MV-algebres. O

Corol-lari 106. La classe de les IMTL-algebres bipartides és tancada per
productes directes.

35



Corol-lari 107. La varietat generada per totes les IMTL-algebres bipartides
és IMTL.

Prova: Sigui A una IMTL-algebra arbitraria . Considerem A x By, que és
bipartida per ser-ho B;y. Per tant, prenent la projeccié sobre la primera com-
ponent, obtenim que A és la imatge homomorfica d’una algebra bipartida.
En conseqiiencia, tota IMTL-algebra forma part de la varietat generada per
les bipartides. O

Finalment observem que la logica donada per la varietat BPy, o sia, l'ex-
tensié axiomatica d’'IMTL que s’obté afegint com a axioma BP(x), no té
completesa estandard. En efecte, com que cap IMTL-algebra bipartida no té
punt fix, llavors no hi ha algebres estandard bipartides (ja que tota negacié
involutiva definida en [0, 1] té punt fix).

5.6 Addicié de punt fix a les IMTL-algebres perfectes i
rotacions connexes de MTL-algebres sense divisors
de zero

En aquest darrer apartat, definirem una construccié consistent a afegir un
punt fix a les algebres perfectes per tal de relacionar-les també amb les rota-
cions connexes.

Teorema 108. Sigui A una IMTL-algebra perfecta. Definim una nova
algebra AT afegint un nou element a ¢ A de manera que:

o a<bpertotbe A,.

b<a pertotbe A_.
® —1a = Q.
e axb=bxa=a pertotbe A,.

e axb=bxa=0pertotbe A_.

Aleshores, AT és una IMTL-algebra amb punt fix tal que Rad(AT) =
(A*),. Direm que AT és una algebra perfecta amb punt fix afegit.

Prova: Només cal comprovar rutinariament 1’associativitat de . O

A més, aquesta construccio és canonica en el sentit que és I'inica manera
possible d’afegir un punt fix a una algebra perfecta:
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Teorema 109. Sigui B una IMTL-algebra amb punt fix tal que B = B, UB_
i Rad(B) = B*. Sigui a el punt fiz. Aleshores, axb=a per totbh e A,.

Prova: Prenem b > a. Tenim que a *x b < a. Suposem que no valgués la
igualtat, o sia, a xb < a. Aleshores, =(axb) € A, 1 d’aqui bx—(axb) € A,.
Llavors tindriem que a * (b —(a * b)) = (a * b) x =(a x b) = 0, perd aixo és
absurd ja que a > —(b* —(a xb)). O

Corol-lari 110. La correspondéncia A — AT déna lloc a un functor co-
variant functor de la categoria de les algebres perfectes a la categoria de les
algebres perfectes amb punt fix afegit.”

A més, hom pot caracteritzar la construccié d’afegir punt fix a les algebres
perfectes en termes de coproductes:®

Definicié 111. Donada una familia d’IMTL-algebres {A; | j € J} C IMTL,
diem que una IMTL-algebra A és el coproducte de la familia sii existeizen
uns homomorfismes {h; : A; — A | j € J} tals que per tota B € IMTL i tota
familia d’homomorfismes {f; : A; — B | j € J}, hi ha un dnic f : A — B
tal que foh; = f; Vj e J. En aquest cas escrivim A = Hjej A;.

Es un problema obert escatir si per tota familia d’'IMTL-algebres existeix
o no el seu coproducte i trobar-lo en cas afirmatiu. Ara bé, si que podem
assegurar que existeix el coproducte de qualsevol IMTL-algebra perfecta amb
L5 i a més el sabem calcular:

Teorema 112. Si A és una IMTL-algebra perfecta, llavors AT = A1l £3.

Prova: Suposem que a € A és el punt fix d’A. Sigui h; : A — AT Daplicacié
identitat i hy : B3 — AT tal que hy(0) =0, ho(3) = a i ho(1) = 1. Prenem
una algebra arbitraria B € IMTL i uns homomorfismes també arbitraris
fi: A— Bi fy: L3 — B. En conseqiiencia, B ha de tenir punt fix, a saber
f2(3). Aleshores 'homomorfisme f : AT — B definit per f(a) = fo(3) i
f(z) = fi(x) per tot x # a, és el desitjat. O

Les algebres perfectes amb punt fix afegit corresponen a les rotacions
connexes de MTL-algebres sense divisors de zero:

Teorema 113. Sigui A una IMTL-algebra. Aleshores son equivalents:

7Assumim un coneixement elemental de la teoria de categories. Es pot trobar per
exemple a [37].

8 Agraim al professor Antonio Di Nola que dirigis la nostra atencié cap a aquest aspecte
categorial de la construccio.
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(1) A és una algebra perfecta amb punt fix afegit.

(2) A és isomorfa a la rotacid connexa d’una MTL-algebra sense divisors
de zero.

Prova:

(1) = (2): Sigui a el punt fix de I'algebra. Considerem la MTL-algebra B definida
sobre Rad(A) U {a} tal que 0° = a. Com que el radical és tancat per
productes, resulta que B és una MTL-algebra sense divisors de zero.
Aleshores és obvi que A = B*.

(2) = (1): Si A= B* per alguna MTL-algebra B sense divisors de zero, llavors és
obvi que tots els elements positius tenen ordre infinit i tots els elements
negatius tenen ordre finit, i per tant és una perfecta amb punt fix afegit.

O

Tal com hem fet amb les algebres perfectes, estudiarem la varietat que
generen aquestes algebres i examinarem els quocients pel radical.

Proposicié 114. Sigui A una IMTL-algebra perfecta. Llavors, AT /Rad(A")
Ls.

Prova: Sigui a el punt fix de A*. Aleshores és senzill comprovar que el
quocient té exactament tres classes d’equivaléncia: 0/Rad(A"),a/Rad(A*") i
1/Rad(A"). A més, (a/Rad(A"))? = a*/Rad(A") = 0/Rad(A"). Per tant,
At /Rad(A") = L. 0

Tanmateix, en aquest cas el quocient no caracteritza les algebres perfectes
amb punt fix afegit, ja que hi ha exemples d’IMTL-algebres tals que el quo-
cient pel seu radical és isomorf a L3 pero no sén d’aquest tipus. Per exemple,
fins i tot dins de MV podem trobar aquest tipus de contraexemple: basta
considerar L.

Definicié 115. Sigui BP la varietat generada per totes les IMTL-dlgebres
perfectes amb punt fix afegit.
Es obvi que BPy C BP;, car Ly € BP{ \ BP,.

Teorema 116. Una base equacional per a BP és la que s’obté en afegir als
axiomes dTMTIL els seguents:

1. ((~(=2)2)? o ~(a2)2) V (& o ) ~ 1
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2. (xV -z —yV-yV((yV-y—yA-y) —yV-yV((zV-z)?—
y\/—|y)—>y\/—|y)%1

Prova: Sigui K la varietat d’'IMTL-algebres determinada per aquestes dues
equacions. Sigui A una IMTL-algebra tal que Rad(A) = A, i vegem que
satisfa les dues equacions. A és o bé perfecta o bé perfecta amb punt fix afegit;
en ambdds casos es comprova facilment que A | ((—=(—2)?)? < —(-2?)?) VvV
(x < —x) = 1. Vegem que també satisfa la segona. Siguin a,b € A. Si a és
el punt fix, llavors a V —a — bV —b = 1 i es satisfa 'equacié. Suposem ara
que b és el punt fix i que @ no ho és. aVV—a > b, per tant, (aV—a)* > b. Aixi,
(aV —a)*> — b =b. Suposem, finalment, que ni @ ni b sén punt fix. Llavors
bV-b—bA-be A_,idaqui (bV—-b— bA—-b) — bV -b=1. Per tant,
BP; C K.

Per tal de provar 'altra inclusio, tenint en compte el teorema de repre-
sentacié en producte subdirecte de cadenes, només cal demostrar que tota
cadena que satisfaci les equacions és o bé perfecta o bé perfecta amb punt
fix afegit. Sigui C una cadena de K. Sigui a € C; vegem que a? € C. Del
fet que C satisfa la primera equacid, se segueix que a® € C, o és punt fix.
Si a®> = b = —b, llavors la segona equacié quedaria (a — b) V ((b — b) —
b)V ((a* = b) - b)=(a—b)VbVb=a—b=1, per tant, a < b i aix0 és
absurd. Aixi, donats a,b € C, tals que a < b, tenim que a*xb > a®> € C; per
tant, C', és tancat per productes i d’aqui que C sigui una cadena perfecta o
bé perfecta amb punt fix afegit. O

Acabarem provant que, a diferencia del que passava amb la varietat BP,
BP; si que defineix una logica amb completesa estandard.

Teorema 117. La logica associada a la varietat BP] té completesa estandard
forta.

Prova: Sigui A € BP] una cadena comptable. Pel que hem vist a la prova
del teorema anterior, sabem que A és o bé perfecta o bé perfecta amb punt
fix afegit. Vegem que en qualsevol cas es pot submergir en una cadena de
BP{ definida sobre [0,1]. Considerem la completacié de Jenei i Montagna
aplicada en aquest cas al semihoop basic donat per Rad(.A) i de manera que
es faci a una algebra C sobre [0.6, 1] enlloc de fer-se a [0, 1] com és habitual.
Per tant, tenim una injeccié h : Rad(A) — [0.6,1] tal que és homomorfisme
respecte a *, és monotona i h(14) = 1. L’estenem a h:A— [0, 1] requerint:

e h(a) = h(a), si a € Rad(A),
e h(—a)=1—h(a), si ~a € ~Rad(A) i
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e hia) = 1, sl a és el punt fix de A.
Considerem ara una algebra B sobre [0.5, 1] amb les segiients operacions:

axCb sia,be[0.6,1]

Bp._) @ sia€[0.5,0.6)ibe]0.6,1]
GV sia€0.6,1]1ibe[0.50.6)
min{a, b} sia,b € [0.5,0.6)
1 sia<b
By . a—°b sia>bia,be0.6,1]
TV Y b sia€[0.6,11ibe[0.5,0.6)
b sia>bia,bel0.50.06)

Amb aquestes operacions i amb l'ordre natural B és una MTL-algebra
sense divisors de zero. Considerem la seva rotacié connexa B* definida sobre
[0,1]. Llavors, B* € BP{ i h és una immersié de A a B, i per tant el teorema
queda demostrat. O
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6 Varietats de NM-algebres

A [20] s’ha estudiat la varietat de les NM-algebres, NM. Concretament,
en aquest article s’arriba a donar una descripcié exhaustiva del reticle de
subvarietats de NM-algebres i, per tant, totes les extensions axiomatiques
de la logica del Nilpotent Minim queden classificades. FEn aquesta seccid
resumirem aquest treball.

Recordem que NM és la subvarietat de IMTL definida per I'equacié (x *
y—0)V(zAy - zxy) ~ 1.

La cadena estandard [0, 1]yas és definida per:

a*b::{ min{a,b} sia>1-0,

0 altrament.

pe 1 sia<b,
“ " | max{l—a,b} altrament.

a Ab:=min{a,b} i a Vb := max{a, b}.

Per cada n > 1 es defineix la NM-cadena de 2n elements com N, =
({-n,—(n—=1),...,—1,1,....,n—1,n}, %, — A, V,—n,n) i la NM-cadena de
2n+1 elements com Na, 11 := ({—n,—(n—1),...,—1,0,1,...,n—1,n},*, —
, A\, V, —n,n) prenent en tots els casos:

| min{a,b} sia>—b,
axb:= { 0 altrament.

b 1 sia<b,
“ " | max{—a,b} altrament.

aAb:=min{a,b} i a Vb := max{a,b}.
A més [0, 1] yps és I'inica NM-cadena sobre [0, 1] llevat d’isomorfisme, i per
cada n > 1 N, és 'inica NM-cadena amb n elements llevat d’isomorfisme.

Observem, a la llum de la secci6 anterior, que totes aquestes cadenes sén
o bé perfectes (en cas que no tinguin punt fix) o bé "perfectes més punt fix”.
De fet, aix0 és cert per a tota tota NM-cadena; per tant: NM C BP; .

Donada una NM-cadena C amb punt fix denotarem amb C~ la subalgebra
que s’obté en prescindir del punt fix. Notem que amb aquesta notacié tenim:

Nop = o1
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Teorema 118 ([20]). Una varietat de NM-algebres és una subvarietat propia
de NM sii no conté N,, per algun n > 1.

Corol-lari 119 ([20]). Sigui A una NM-cadena infinita amb punt fix. Lla-
vors V(A) = NM.

Teorema 120 ([20]). NM és una warietat localment finita, o sia, tota
subalgebra finitament generada d’una algebra de NM és finita.

Conjuntament amb el teorema de completesa respecte a cadenes aixo
implica que la logica del Nilpotent Minim és decidible. També obtenim el
segiient corol-lari:

Corol-lari 121 ([20]). Tota varietat de NM-algebres és generada per les
seves cadenes finites.

Aixo permet fer la segiient classificacié de les subvarietats de NM:

Teorema 122 ([20]). Tota subvarietat propia de NM és d’un dels segiients
tipus:

1. V([0,1yp) = V{{Non :n 2 1}) 0
(Nan+1) 0
(Nan) 0
(
(

<<

2.
3.
4. V([0,1] yps, Nant1) ©
5. V(Nop, Nopi1), amb m < n.

El citat article, a més, déna bases equacionals per a cadascuna d’aque-
stes varietats. A tal efecte definim per a cada n > 2 el segiient terme:

Sn<x07 e :mn) = /\z<n(xl - wiﬂ) - Vi<n+1 Li-

Teorema 123 ([20]). Sigui A una NM-cadena qualsevol. Aleshores:

1. A= Su(xo,...,x,) = 1 si, i només si, té menys de 2n + 2 elements.
2. A= BP(z) = 1 si, i només si, no té punt fix.

Corol-lari 124 ([20]). Les subvarietats propies de NM admeten les segiients
aziomatitzacions (dins de NM):

1. V([0,1]5y) €s axiomatitzada per BP(x) ~ 1.
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2. V(Napy1) €s axiomatitzada per S, (xo, ..., x,) ~= 1.

3. V(Na,) és aziomatitzada per S,(xo,...,x,) ~ 11 BP(z) ~ 1.

4. V[0, 1] yars Nont1) €s aziomatitzada per BP(x) V Sy(xo, ..., 2,) =~ 1.
5. V(

Now, Nowi1) €s aziomatitzada per (BP(x)ASy(Zo, - - - 0))VSm (o, - . ., Tm) &

Fig2. Lattice of Axiomatic Extensions of NML

NML
o
NM2n+1
®
Nﬁzln,2m+1 . NA2m.1
NM2m+1 g

NM2n

CPC=NM2
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7 IMTL-algebres n-contractives

A [35] Kowalski i Ono estudien algunes varietats de reticles residuats. En
particular, consideren per cada n > 2 aquelles varietats definides per les
equacions segilients:

(E,) 2" ~ "1

(EM,) xV-z"tx~1

(E5) correspon de fet la llei de contraccid, que defineix la varietat de les
algebres de Heyting. Aixi, per a cada n > 3 l'equacié (F,) correspon a
una forma feble de contraccié que anomenarem n-contraccio. D’altra banda,
observem que (EM,) és la forma algebraica de la llei del ter¢ exclos i per
n > 3 (EM,) correspon a una forma feble d’aquesta llei (aixo justifica el
nom (EM,) per excluded middle n-ésim).

Ciabattoni, Esteva i Godo a [8] traslladen aquestes varietats a I’ambit
de la Logica Borrosa, o sia, consideren aquelles extensions axiomatiques de
MTL i d’'IMTL obtingudes amb els axiomes de n-contraccio: les logiques
borroses n-contractives. En efecte, per cada n > 2 es defineix I’axioma de la
n-contraccié com:

n—1

et =t (Ch)

L’extensi6 d’MTL (resp. IMTL) afegint aquest axioma és anomenada
C, —MTL (resp. C,, —IMTL).

Per cada n > 2 la semantica algebraica equivalent de C,, — MTL (resp.
C, — IMTL) és la classe de les MTL-algebres (resp. IMTL-algebres) n-
contractives, o sia, la subvarietat ’'MTL (resp. IMTL) definida (E,,).

Observem que tota MTL-algebra finita és n-contractiva per algun n > 2.

En el mateix article a més es demostra la completesa estandard forta de
cadascuna d’aquestes logiques:

Teorema 125. Per cada conjunt (potser infinit) de formules TU{p} C Fmy,
1 per cada n > 3,

U Fe,—mrr @ si, @ només si, per tota IMTL-algebra A donada per una
t-norma continua per l’esquerra n-contractiva © per tota valoracio v de les
formules a A tal que v[I'] C {1}, tenim v(p) = 1, i també
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U'Fo,_rurrn @ si, @ només si, per tota IMTL-algebra A donada per una
t-norma continua per l’esquerra involutiva 1 n-contractiva i per tota valoracio
v de les formules a A tal que v[I'] C {1}, tenim v(p) = 1.

Es facil veure que Cy — IMTL és equivalent a la logica proposicional
classica i que Cy — MTL és equivalent a la logica de Godel. A més, per cada
n > 3, NM és una extensio estricta de C,, — IMT L, W N M és una extensio
estricta de C,, — MTL, C,, — IMTL és una extensio estricta de C,, .1 —IMTL
i C, — MTL és una extensio estricta de C,,;. 1 — MTL.

A més, a [35] Kowalski i Ono demostren el segiient resultat:

Proposicié 126 (Prop 1.11, [35]). Sigui K una varietat de reticles resid-
uats. Llavors K té la propietat EDPC (equationally definable principal con-
gruences) si, i només si, K |= (E,), per algun n > 2.

Segons un dels teoremes pont de la Logica Algebraica Abstracta, una
logica algebritzable té teorema de la deduccié global si, i només si, la seva
semantica algebraica equivalent té la propietat EDPC.

Concentrant-nos en l'objecte del nostre estudi, les logiques borroses invo-
lutives, tots aquests resultats en definitiva mostren la bondat de les logiques
borroses involutives n-contractives, ja que gaudeixen de completesa estandard
forta i de la teorema de la deduccié global. A més, juntament amb les seves
extensions axiomatiques, son les tiniques logiques borroses involutives amb
aquest tipus de teorema de la deduccié. Aixo justifica, creiem, que siguin una
bona eleccié a I'hora d’escollir una subclasse interessant de logiques borroses
involutives per estudiar. La resta d’aquesta seccio recull els primers resultats
que hem obtingut en aquesta direccié.

7.1 Algebres n-contractives subdirectament irreductibles,
simples i semisimples

En primer lloc caracteritzem les algebres n-contractives subdirectament irre-
ductibles:

Proposicié 127. Sigui A una IMTL-cadena n-contractiva. Aleshores:

A és subdirectament irreductible si, 1 només si, el conjunt dels elements
idempotents diferents de 1 té un maxim.
Prova:  Si és subdirectament irreductible, existeix Fy el minim filtre no
trivial. Prenem a € Fy\{1}. Es facil veure que ¢ és un element idempotent
diferent de 1. A més, Fy = [a"1,1]. Si b # 1 és un altre idempotent, llavors
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Fi(b) = [b,1] i [a"1,1] C [b,1], i per tant b < a"~!. Reciprocament, si a és
el maxim dels idempotents diferents de 1, és senzill comprovar que [a, 1] és
el minim filtre no trivial. O

Recordem que una IMTL-algebra A és simple si, i només si, els seus tnics
filtres sén A i {1}. Per tant, és facil demostrar el segiient lema:

Lema 128. Sigui A una IMTL-dalgebra. A és simple sit ~ Ya € A\{1} 3Tk >
1 tal que a* = 0.

Aix0 ens permet caracteritzar la simplicitat en el cas de les cadenes n-
contractives:

Proposicié 129. Sigui A una IMTL-cadena. Son equivalents:
(1) A= (EMy).
(2) A és n-contractiva i simple.

Prova:

(1) = (2): Si A —a" ' Va1, lavors per tot a € A\ {1} a"' = 0.

(2) = (1): Suposem que la cadena és n-contractiva i simple. Aleshores per tot

a € A\ {1} i, pel lema anterior, hi ha un k¥ > 1 tal que a* = 0; per
tant, per n-contractivitat, a”~* = 0.

O

Recordem també que una IMTL-algebra A és semisimple si, i només
si, és representable com a producte subdirecte d’algebres simples, i aixo és
equivalent a: Rad(A) = {1}.

Corol-lari 130. Per cadan > 2, la classe de les IMTL-algebra n-contractives
semisimples €s la varietat aziomatitzada per 'equacid (EM, ). La denotarem
amb S,,.

Per cada n > 2 sigui C,, la varietat de les IMTL-algebres n-contractives.

En el cas de les MV-algebres aquestes varietats presenten un aspecte ben
senzill:

Lema 131. Sigui A una MV-cadena. Son equivalents:
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(i) A= (Ep).

(ii) A€ 1({Ly, ... Lu}).
(iii) A = (EM,).
Prova:

(1)=(ii): Si A | 2™ =~ 2" !, llavors A = nx =~ (n — 1)z i, d’aqui, ord(A) < n.
Per tant, A = L, per algun k < n.

(ii)=(iii): Per tot k < n, L és n-contractiva i simple. Per tant, només cal aplicar
la proposicié 129.

(iii)=(i): Per la proposicié 129.

Corol-lari 132. Per totn>2,S, "MV =C, "MV =V({Ly,..., L, }).

Observem que S, = C, = BA, per tant, aqui es manté la igualtat com en
el cas de les MV-algebres; al segiient nivell ja apareix la primera diferencia:
Ss = V(L3) = NM N MV C NM C Cs. Per tant, per tot n > 3, S, € C,.
La varietat Sy ha estat estudiada a [22], on es déna tot el seu reticle de
subvarietats.

Definicié 133. Per a tot n > 3, definim A, (z,y) := (v < y)" L.

Observem que si a,b sén elements d'una IMTL-cadena n-contractiva i
simple, llavors:

e a=be Aya,b) =1.
e a#bs Aya,b) =0.

D’aqui en treiem una caracteritzacié equacional per a les algebres que no
tenen punt fix:

Proposicié 134. Sigui A una IMTL-cadena n-contractiva i simple. Aleshores,
A no té punt fix siit A = A, (z,—x) =~ 0.

Proposicié 135. Sigui A una IMTL-cadena n-contractiva i simple i siguin
Aty ..., an_o € A\{1}. Siayx...*xa,_o # 0, llavors ar*. . .*xa,_o = minA\{0}.

Prova: Donat un ¢ # 0 qualsevol, cal veure que a; * ... *xa, o < c¢. Sigui
d:=aiV...Va,_oV—c#1; per tant: d*~! = 0. Aleshores, a; *...%ap_o —
c=—(ay*...%a, 9% —c) > d" ! =1. O
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Corol-lari 136. En tota IMTL-cadena n-contractiva i simple A, hi ha un
element a tal que a = mazx A\ {1} ¢ ma = minA\ {0}.

En conseqiiencia, les IMTL-cadenes n-contractives definides per una t-
norma continua per l’esquerra no poden ser simples, i per tant no es pot
demostrar cap teorema de completesa estandard per a S,,:

Corol-lari 137. Per cada n > 2, la logica determinada per la varietat S, no
té completesa estandard.

7.2 Algebres n-contractives perfectes

En aquest apartat ens fixarem en un altre tipus d’IMTL-algebres n-contractives,
les perfectes, que, a diferencia de les semisimples que acabem d’examinar per

a les quals el radical era {1}, tenen el radical el més gran possible, és a dir,
igual al conjunt dels elements positius.

Notem que en una algebra n-contractiva A, per tot a € A, ord(a) < oo
sii @™ #£ 0.

Les cadenes 3-contractives sense punt fix sén els primers exemples que
trobem d’algebres contractives i perfectes:

Proposici6 138. Sigui A una IMTL-cadena 3-contractiva. Aleshores, Rad(A) =
A,

Prova: Siguin a,b € A, tals que a < b. Aleshores a > —a, o sia, a® # 0. A
més, a? = a*, i daqui a? € A,. Per tant, axb€ A, jaqueaxb>a? O

Corol-lari 139. Sigui A una IMTL-cadena 3-contractiva. Aleshores:
(1) Si A no té punt fiz, llavors és perfecta.

(2) Si A té punt fiz, llavors és el coproducte d’una cadena 3-contractiva
perfecta amb L.

Per tant: C3 C BP;.

Aquests resultats no es poden estendre a graus superiors de contractivi-
tat. Per exemple, L, és una cadena 4-contractiva sense punt fix pero no és
perfecta. La inclusié contraria no és certa car hi ha IMTL-cadenes perfectes
que no son 3-contractives, per exemple I'algebra de Chang no és n-contractiva
per cap n. En general tenim:

48



Teorema 140. (1) La varietat generada per les cadenes n-contractives per-
fectes s’obté afegint als axiomes dTMTL, 2"~ ! ~ a™ i:

(xA—z) = (zV-2)" Pl

(2) La varietat generada per cadenes n-contractives perfectes amb punt fix
afegit s’obté afegint:

(x A=2) = (2 V-2)" )V (2« -z) = 1.

7.3 Elements idempotents de les algebres n-contractives

En aquest darrer apartat estudiem el conjunt dels elements idempotents de les
algebres n-contractives, descrivint el seu comportament respecte 1'operacié
producte, donant una equacié que permet comptar quants n’hi ha i examinant
les classes arquimedianes que defineixen. Com que molts dels resultats que
demostrem no necessiten la involucid, els enunciarem en la seva maxima
generalitat per a MTL-algebres.

Definicié 141. Sigui A una MTL-algebra. Id(A) denotard el conjunt dels
seus elements idempotents. Notem que 0,1 € Id(A).

Proposicié 142. Sigui A una MTL-algebra i a € Id(A). Aleshores per
qualssevol b,c € A,

(1) Sib,c> a, llavors b*c > a.
(2) Sib>a, llavors axb = a.

Prova: Sib,c > a,llavors a = axa < bxc. Sib > a, llavors a = a*xa < ax*b,
i I’altra desigualtat sempre és certa. a

En el cas de les algebres n-contractives el conjunt dels idempotents queda
caracteritzat de la segiient manera:
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Proposicié 143. Sigui A una MTL-algebra n-contractiva. Aleshores, Id(A) =
{a"':a € A}.

Prova: Sia € A ésidempotent, llavors a = a? = ... = a"!. Reciprocament,
sigui @ € A i considerem a"~!. Aleshores, a" ' *a" ! =a" xa"? = a" %
a"? =...=a""! ipertant a"! € Id(A). O

Corol-lari 144. Sigui A una IMTL-algebra n-contractiva. Aleshores:
Rad(A)={a€e A:a" 1 € A }.

Corol-lari 145. Sigui A una MTL-cadena n-contractiva. Aleshores, A és
simple sit 1d(A) = {0,1}.

Definicié 146. Per cadan > 3 i k > 2, definim el segiient terme:
I (o, .. ) = \/i<k(1’?71 - x?—‘,jll)'

Proposicié 147. Per tot n > 3, tot k > 2 1 tota MTL-cadena n-contractiva

A, son equivalents:

(1) A= I} (xg,...,x) =~ 1.
(2) | Id(A) |< k.

Prova: Suposem que | Id(A) |> k. Aleshores podem prendre ay,...,a; €
Id(A) tals que ag > a; > ... > ag. Llavors per tot i, a; = a ' i a;y; = a;ﬂr_ll,
osia, al ! — a?;ll # 11 l’equacio no es satisfa. Reciprocament, suposem que

| Id(A) |< k i prenguem elements arbitraris ao, ...,a; € A. En virtut de la

proposicié 143, ai ™', ... ,al~! € Id(A), i per tant existeixen i < j < k tals
que a ' = ag"l. En conseqiiencia, hi ha un [ < £ tal que al"’l — aﬁ:ll = 1.
O

Corol-lari 148. Per tota MTL-cadena n-contractiva, 13 (o, x1,22) ~ 1 i
-2V o & 1 sén equacions equivalents.

Proposicié 149. Sigui A una MTL-cadena n-contractiva amb un nom-
bre finit d’idempotents. Aleshores, Rad(A) = {b € A | b > a}, on a =
min(Id(A) \ {0}).

Prova: b€ Rad(A) b teA, b1 >asb>a. O

Proposicié 150. Sigui A una MTL-cadena n-contractiva. Aleshores per
qualssevol a,b € A:

(1) a" ' <b<a=b"'=ag" L
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(2) b>ai(a,bNId(A)=0=b"""1=a""1
(3) a<b=a"1<axb<a.

Prova: Es una comprovacié senzilla. O

Arribats a aquest punt, seguint la terminologia de [33], sera tutil definir
el concepte de component arquimediana per a les MTL-cadenes.

Definicié 151. Donada una MTL-cadena A definim la segiient relacio binaria:
per a qualssevol a,b € A a ~ b sii existeix un n > 1 tal que a” < b < a o
" < a < b. FEs demostra facilment que és una relacio d’equivaléncia i
s’anomena classes arquimedianes a les seves classes d’equivaléncia. Donat
a € A, I, denotara la classe arquimediana de a. Observem que si A és
n-contractiva, llavors I, = {b € A:a" 1 =p""1}.

Notem que si A és una MTL-cadena n-contractiva i a € A, llavors ([, *)
és un semigrup abelia arquimedia. Ara bé, en general I, no és un subconjunt
de A tancat per —.

Segons hem explicat a [41], les cadenes donades per t-normes continues
(i en general totes aquelles que satisfan I'axioma de divisibilitat) admeten
una representacié en suma ordinal de les seves classes arquimedianes. Hem
dit també que aixo no és cert en general per a les cadenes donades per una
t-norma que només sigui continua per 'esquerra (ni en general per aquelles
que no satisfan la divisibilitat). Es interessant examinar en quins casos es
conserva la descomposiciéo en suma ordinal de classes arquimedianes quan
falla la divisibilitat.

Proposicié 152. Sigui A una MTL-cadena. Son equivalents:

o A és la suma ordinal de les seves classes arquimedianes.
e Totes les classes arquimedianes son tancades per x i —.

Prova: Suposem que A és la suma ordinal de les seves classes arquimedianes.
Sigui x € A i vegem que I, és tancat per —. Siguin a,b € I, tals que a < b.
b—a=max{c€ A:cxb<a}. Sic>xic¢ I, llavors cxb=cAb="b> a.
Per tant, b — a € I,. Reciprocament, suposem que les classes arquimedianes
son tancades per * i —, i prenguem a < b en classes arquimedianes diferents.
Cal veure que a*b = a. Suposem que és fals, o sia, que axb < a. Sabem que
axbel,i pertant, a — a*xb € I,. Pero aixo és absurd, car a — ax b > b.
O
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En el cas de les cadenes n-contractives, aquesta situacié admet una de-
scripcié equacional:

Proposicié 153. Sigui A una MTL-cadena n-contractiva. Son equivalents:

o A és la suma ordinal de les seves classes arquimedianes.

e AE W' —a2)V(r - xxy)~1.

Anomenem (SO) aquesta equacio.

Prova: Suposem que A és la suma ordinal de les seves classes arquimedianes
i prenguem a,b € A arbitraris. Cal veure que 'equacié es satisfa pels valors
r=aiy=~>0 Sib" ! <ajaestem; suposem doncs que b" ! > a. Llavors,
b pertany a una classe superior a la de a i per tant, a x b = a i d’aqui
a — a*b = 1. Reciprocament, suposem ara que A = (SO) i prenguem a < b
en classes arquimedianes diferents. a < b"~!, per tant, a — a * b = 1, o sia,
a*xb=a. O

Aquesta condici6é a més ens déna una nova logica amb completesa estandard
forta:

Teorema 154. Sigui n < 2 un natural qualsevol @ sigui L [’extensio az-
iomatica de MTL obtinguda afegint les traduccions de (E,) i (SO). Aleshores
L té completesa estandard forta respecte de la classe de les MTL-algebres
definides per t-normes continues per l’esquerra n-contractives que son suma
ordinal de les seves classes arquimedianes.

Prova: Ho demostrarem utilitzant el metode de Jenei i Montagna ([32]) que
hem descrit a [41]. Sigui A una L-cadena comptable i considerem la seva
densificacié al domini:

X={(s,q):s€As5#0%qeQn (0,1} U{{04 1)},

amb l'ordre lexicografic i I'operacio:

b o min{(s,q),(s',¢")} sisxs =min{s,s'}
(s,q) 0 (s',q) = { (sxs',1) altrament.

Siguin (s,q), (s',q¢') € X tals que (s,q) < (s',¢')""! i vegem que (s,q) *

<$/, q,> = <S7 q>

Tenim:
<S/ />n71 _ min{(s’,q’> si (S’)2 — 4
4 ("1 1) altrament.
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Per tant, s < s’. Si sxs’ = s, ja hem acabat. Suposem doncs que sxs’ < s.
Si s xs =, llavors, com que A és suma ordinal, tenim s * s’ = s, i aix0 és
absurd. Si s’ x s’ # &, llavors (s, ¢/)" 1 = ((s')"71, 1), per tant s < (s/)"7! i,
d’aqui s x s’ = s, altra vegada una contradiccio.

Considerem ara la completacié de 'operacié a [0, 1]: per cada a,b € [0, 1],
a®@b:=sup{g*p:q < ap<p qpe€ Q}. Siguin a,b € [0,1] tals que
a < b1 i vegem que a ® b = a. Es clar que sup{g*p:q¢ < a,p < b,q <
p" 1 q,p € Q} = a, per tant és suficient provar que:

sup{g*p :q < a,p < b, q,p € Q} =sup{g*xp:q < a,p < bg <
P q.p e Q.

Es obvi que el segon membre de la igualtat és menor o igual que el primer.
n—1

Vegem l’altra desigualtat. Suposem que ¢ < a,p <b, ¢,p € Q. Sig<p" ™,
ja estem. Si no, prenem b > p’ > p tal que g < (p/)"'.

Per tant, la completacié a [0,1] també satisfa (SO) i aixo finalitza la
prova. O
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8 Futures investigacions

Els resultats exposats en aquesta memoria constitueixen tan sols uns primers
passos vers el vast objectiu de descriure les varietats d’IMTL-algebres (o de
MTL-algebres, en general), o sia, les extensions finitaries de la logica IMTL
(o lalogica MTL, en general). Per tant, resten molts aspectes per estudiar en
aquest camp, alguns dels quals ens proposem atacar en un futur immediat;
per exemple els seglients:

e Comprovar quines de les varietats que hem definit sén localment finites.

e (lassificar les varietats generades per t-normes continues per ’esquerra
3 — contractives que satisfan (SO).

e Estendre al cas no-involutiu 'estudi de S, fet a [22].

e Aprofitant els teoremes pont, estudiar a IMTIL aquelles propietats al-
gebraiques amb importancia logica, per exemple: axiomatitzabilitat
finita, amalgamacio, finite model property i finite embedding property.

e Estendre a MITL 'estudi de les algebres perfectes, locals i bipartides, i
les varietats que generen.

e Trobar algun tipus de teorema de representacié en sumes ordinals per
a les IMTL-algebres (o per a les MTL-algebres, en general.)

o4



Referencies

1]

2]

[10]

[11]

[12]

[13]

R. ADILLON AND V. VERDU. On a contraction-less intuitionistic propo-
sitional logic with conjunction and fusion, Studia Logica 65 (2000) 11-30.

R. AMBROSIO AND A. LETTIERI. A classification of bipartite MV-
algebras. Math. Japonica 38, No. 1 (1993), 111-117.

L.P. BELLUCE, A. D1 NoLA AND A. LETTIERI. Local MV-algebras.
Rend. Circ. Mat. Palermo (2) 42 (1993), 347-361.

W. J. BLOK AND D. Picozzi. Algebraizable logics, Mem. Amer. Math.
Soc. 396, vol 77, 1989.

S. BURRIS AND H. P. SANKAPPANAVAR. A course in Universal Algebra.
Springer Verlag, New York, 1981.

C.C. CHANG. Algebraic analysis of many valued logics, Trans. Amer.
Math. Soc. 88 (1958), 456-490.

C.C. CHANG. A new proof of the completeness of the Lukasiewicz ax-
ioms, Trans. Amer. Math. Soc. 93 (1959), 74-80.

A. CiaBATTONI, F. ESTEVA AND L. GODO. T-norm based logics with
n-contraction, Neural Network World 5 (2002), 441-452.

R. CienoLl, F. EsTEvVA, L. GODO AND A. TORRENS. Basic Fuzzy

Logic is the logic of continuous t-norms and their residua, Soft Comput-
ing 4 (2000) 106-112.

R. Cignori, I.LM.L. D’OTTAVIANO AND D. MUNDICI. Algebms das
Logicas de Lukasiewicz, Colegcao CLE, UNICAMP, Campinas, 1995.

R. P. DILWORTH AND M. WARD. Residuated Lattices, Trans. Amer.
Math. 45 (1939) 335-354.

A. D1 NorA, F. LIGUORI AND S. SEssA. Using maximal ideals in
the classification of MV-algebras. Portugaliae Mathematica 50 (1993)
87-102.

F. EstEvA, J.GISPERT, L. GODO AND F. MONTAGNA. On the

standard and Rational Completeness of some Axiomatic extensions of
Monoidal t-norm Based Logic, Studia Logica 71 (2002) 199-226.

95



[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

22]
23]

[24]

[25]

[26]

[27]

F. EsTEvA AND L. GODO. Monoidal t-norm based Logic: Towards a

logic for left-continuous t-norms, Fuzzy Sets and Systems 124 (2001)
271-288.

F. EsTEvA, L. Gopo, P. HAJEK AND F. MONTAGNA. Hoops and
Fuzzy Logic, J. Logic Computat., Vol. 13 No. 4 (2003) 531-555.

J. M. FonT, R. JANSANA AND D. Picozzi, A Survey of Abstract
Algebraic Logic, Studia Logica 74 (2003) 13-97.

J. M. FonT, A. J. RODRIGUEZ AND A. TORRENS. Wajsberg Algebras.
Stochastica Vol. VIII, 1 (1984) 5-31.

J. GISPERT. Estudi Algebraic de les Extensions dels Calculs Multivalo-
rats de Lukasiewicz, Universitat de Barcelona, 1998 (Tesi doctoral).

J. GISPERT. Universal Classes of MV-chains with Applications to Many-
valued Logics, Math. Log. Quart. 48 (2002) 4, 581-601.

J. GISPERT. Axiomatic extensions of the nilpotent minimum logic, Re-
ports on Mathematical Logic 37 (2003) 113-123.

J. GISPERT AND A. TORRENS. Quasivarieties generated by simple MV-
algebras, Studia Logica 61 (1998) 79-99.

J. GISPERT AND A. TORRENS. An approach to the variety IMTIL(3).

P. HAJEK. Metamathematics of Fuzzy Logic, Trends in Logic, vol.4
Kluwer, 1998.

L. HAy. Axiomatization of the infinite-valued predicate calculus, The
Journal of Symbolic Logic 28 (1963) 77-86.

U. HOHLE. Commutative, residuated l-monoids. In Hohle, U. and Kle-

ment. E.P. eds., Non-Classical Logics and Their Applications to Fuzzy
Subsets, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht (1995) 55-106.

S. JENEL. New family of triangular norms via contrapositive sym-
metrization of residuated implications, Fuzzy Sets and Systems 110
(1999) 157-174.

S. JENEIL Structure of left-continuous triangular norms with strong in-
duced negations, (I) Rotation construction, J. Appl. Non-Classical Log-
ics 10 (2000) 83-92.

56



28]

[29]

S. JENEI. A note on the ordinal sum theorem and its consequences for
the construction of triangular norms, Fuzzy Sets and Systems 126 (2002)
199-205.

S. JENEL Structure of Girard monoids on [0, 1], in: S. E. Rodabaugh, E.
P. Klement (Eds.), Topological and Algebraic Structures in Fuzzy Sets.
A Handbook of Recent Developments in the Mathematics of Fuzzy Sets,
Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 2003, 277-308.

S. JENEIL On the structure of rotation-invariant semigroups, Archive for
Mathematical Logic, 42 (2003), 489-514.

S. JENEI AND F. MONTAGNA. A proof of standard completeness for
Esteva and Godo’s logic MTL, Studia Logica 70 (2002) 183-192.

S. JENEI AND F. MONTAGNA. A general method for constructing left-
continuous t-norms, Fuzzy Sets and Systems 136 (2003) 263-282.

E. KLEMENT, P. MESIAR AND R. PAP. Archimedean components of
triangular norms. Technical Report FLLL-TR-~0206, 2002.

Y. KOMORI. Super Lukasiewicz propositional logics, Nagoya Mathemat-
ical Journal, 84 (1981) 119-133.

T. KowaLskl AND H. ONoO. Residuated lattices: An algebraic glimpse
at logics without contraction (preliminary report), 2001.

J. LUKASIEWICZ AND A. TARSKI. Untersuchungen iiber den Aus-

sagenkalkiil. Comptes Rendus de la Societé des Sciences et des Lettres
de Varsovie, cl. iii 23 (1930) 1-21.

S. Mac LANE. Categories for the Working Mathematician, Ed.
Springer-Verlag, New York Heidelberg Berlin, 1971.

C. A. MEREDITH. The dependence of an axiom of Lukasiewicz, Trans.
A. M. S. 87 (1958) 54.

D. Munbict. Interpretation of AF C*-algebras in Lukasiewicz Sentential
Calculus, J. Funct. Anal. 65 (1986), 15-63.

C. NOGUERA, F. ESTEVA AND J. GISPERT. Perfect and bipartite
IMTL-algebras and disconnected rotations of basic semihoops, Submit-
ted to Archive for Mathematical Logic.

o7



[41] C. NOGUERA. T-normes i Logica Borrosa. Treball de DEA, Universitat
de Barcelona, 2004.

[42] A. J. RODRIGUEZ, Un estudio algebraico de los cdlculos proposicionales
de Lukasiewicz, Universitat de Barcelona, 1980 (Tesi doctoral).

[43] A. J. RoDRIGUEZ, A. TORRENS AND V. VERDU. Lukasiewicz logic
and Wajsberg algebras, Bull. Sec. Log. Polish Ac. Sc. 2 vol. 19 (1990)
51-55.

[44] A. Rose AND J. B. ROSSER. Fragments of many-valued statement
calculi, Trans. Amer. Math. Soc. 87 (1958) 1-53.

[45] R. WoJcicki. On matrix representations of consequence operations of
Lukasiewicz’s sentential calculi, Z. M. L. 19 (1976) 239-247.

[46] L. A. ZADEH. Fuzzy sets, Inform. Control 8 (1965) 338-353.

o8



